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TRABAJO PRACTICO 0 para 4to Ao

Esta Guia 0 contiene los prerrequisitos para el curso de matematica que vas a iniciar en el
2008. Para poder abordar los temas de esta asignatura es imprescindible que manejes
fluidamente los temas que en ella se proponen.

Las dos primeras semanas de clase del siguiente curso seran destinadas a contestar las dudas
que tengas acerca de los ejercicios propuestos. Durante la tercer semana se evaluara,
registrandose la nota como primer nota del trimestre del afio lectivo

1. Resolveren R las siguientes ecuaciones:

a)(x+ 2)y°=1 b) x’ =x c) 4x* —5x*+1=0
d) [ —xf —8x2 ~x)+12=0 ¢) 4x*+15 x> — 4=0 f)x2+ (2+18) x = -6
g) (x-1)*-3(x-1)*=-2 h) (m? =1)(m* +3)=2m’

i) 4a’(1-a-a’)=-a* +a’

. 7 3 7 14
]) 3(x4—16)(x3—2x2+x)=0 k) E(I—Eyj(§+?yJ=0
D) (x°-8)(x* +8)(6x7 +7x+8)(1-x)=0 m) 9p° —7p” =6p° +2p’

2. Encontrar el conjunto solucién en R de estas ecuaciones:

a) ﬂJ,ﬂ:E b) X+11:7-9+4X C) 4x—g=2x+§
x-5 x+5 3 X X2 X 3
d)x + LS=5 e) (x—5ﬁ)2+10(x—5&)+24=0 f) tt2+11=ﬁ
x— - -

3. Resolveren R las siguientes inecuaciones:

a)(x+%j(—3x+9)20 b) (2x+1).(3x-2)<0 ¢)3x2+15x 20 d)
(x+10)% >-4

e)x’ < -5 ) x —2.(x 2 =5)=0 g) x-x<0
h) x*-1%<4-x°

i) (2x-3)* > 4 (x+1) (x+2) ) x> +2x +1< 4 k) x> >x



4. Encontrar el conjunto solucion en R de estas inecuaciones:

2 3
a) X8 g by 2<-2 ¢ - 253 d) =X g
34x2 5 x 5 X 5 |x+3]
[x—2| x2 -5 x? -5 2x—4
e) ——<0 ——< ——< >0
) T, D 212 O a2 ) 29
) 2-3< p1s8 ) —— <2 ) X2 g
X X X X+2 X+1
5. Dadalarecta r:y= _EX + 1, obtener la ecuacion de la recta s que cumple con la
condicidn establecida en cada item:
a) s/ r y contiene al origen de coordenadas; b) s Lr y tiene ordenada al origen -3;
c) s Lr einterseca al eje de abscisas en -3; d) s // r y contiene al punto (2/3; 9).

6. ;Para qué valorde m, lasrectas r: (Sm-1)x -y+ 2=0 y s:3x-6y+ 9=0

son perpendiculares?

7. Un auto circula por la ruta 2 y la distancia (en km) que lo separa de Buenos Aires en
funcion del tiempo (en hs) esta dada por una funcidn lineal. Se sabe que a las dos horas
de haber partido de la ciudad de origen se encontraba en el km 150 y que media hora
mas tarde se encontraba a 100 km de Bs. As.

a) Encontrar la férmula de la funcién lineal de la que habla el enunciado.

b) (Qué pardmetro de la formula hallada en el item a) indica que el auto se acerca a
Buenos Aires? ;Por qué?

¢) (A qué distancia de Bs. As. se encontraba el automdvil en el momento de partir? ;A
qué velocidad circula?

d) (En qué momento paso por el km 225 de la ruta?

e) Graficar e indicar un dominio que dé cuenta de la situacion.

8. Escribir la formula de una funcion cuadratica definida de R en R que verifique lo
pedido en cada caso:

a) su vértice es el punto (-6; 0) y tiene concavidad positiva.

b) su vértice es el punto (—1; -3) y contiene al punto (1; -2).

c) susraices son 0y -2 y tiene concavidad negativa.



d) susraicesson3 y -1 y contiene al punto (0; 1).
e) tiene un maximo en x =-3, f(-3)=6 y f(0)=0.

f) escreciente en (—o; —3), f(-3)=6 y f(0)=0.

9. Se estan haciendo pruebas desde un submarino lanzando misiles desde cierta profundidad y
registrando su altura, medida en metros respecto del nivel del mar, en funcién del tiempo, medido en
segundos.

Un misil fue lanzado desde una profundidad de 160 m, atravesd la superficie a los 2 seg. de haber sido
lanzado y

explotd contra el blanco que flotaba en el mar 6 seg. después.

a) ¢Cual es la variable independiente del problema? ;Y la dependiente?

b) Definir la funcién que permite calcular su altura en funcion del tiempo sabiendo que se trata de una
funcion

cuadréatica. (Nota: Dar un dominio que sea coherente con la situacion planteada.)

c) ¢Cual fue la maxima altura que alcanzé el proyectil? ; En qué momento sucedio?

d) ¢A qué altura se encontraba 1 seg. después de haber sido lanzado? ;Y a los 3 seg.”?

e) ¢Enqué intervalo de tiempo estuvo por encima del nivel del mar? ;Y por debajo?
10. Resolver analitica y graficamente los siguientes sistemas de ecuaciones:
2 2 —
— x =x?-x-6 =-3x(x+2
a {y . {y . {y (x+2)

y=x+2 y+10=3x y=4(x-1)(x-3)

11. Factorizar cada uno de estos polinomios:

a) P)=x3-x b) S(x) = %x3-8 0)QX)= x> -5
d) T(x) = (2x+1)2-9 &) R(x) = 4x*-12x% + 9.x2 f)U(x) = 25x* -16
2) P(x) = 8x’ +6x’ —5x—3 h) Q(x)= 4x> —6x% —6x+4

i) S(t) = -%t4-t3+t2+2t

DTE) =x>+5x*+3x-9 K Mx)=x>-x"-8x+ 12
) N(x) = x*+ x° + 7x* +9x-18



12. Indicar para que valores estan definidas las siguientes expresiones y simplificarlas.

x* ~16 x8 —1 2083422 42142
4 .2 b) = c) 2
XT—=2x° -8 X< =1 te+t
d) x4-2x3-x2+2x o -x3+3x2-4 f 3x2-3x
x3-2x2 x3+x2-6x 2x3-2x2

13. Si ABCDEF es un hexagono regular de centro O, obtener el resultado de las

. . B C
siguientes operaciones:
a) CB+CD b) AC+CD+DE A D
c¢) 2.A0+ OB d) AB-FA
F

14. Dada la recta de ecuacion y = 2x - 3, expresar en forma canonica un vector de médulo 5 paralelo a

ella.

15. Sean U:[X_ﬁ;%} y Vv:( 1\/5;\5—\/5} encontrar todos los valores de x € y

2 X+

para que w =2 ..

16. Indicar si los siguientes pares de vectores son o no perpendiculares.

a) a=(11) yb=(1-1) b)a=2i+] y b=2i-]

17. Encontrar el valor de A para que el vector T+3] sea perpendicular al vector
Bi+Aj.

18. Si UyV verifican que HGH=HVH= HﬁVH = 2, calcular u-v.

19. a) ;Cuales son las componentes del vector v, si |V |=%J§ y el angulo que forma el

3
)

vector con el semieje positivo de las x es de 60°? (Nota: cos60° :% Y sen60° =
o . ; _ 243
b) Escribir en forma candnica un vector w tal que |w |_T y W sea paralelo a la recta

de ecuacién y = —?X-FZ\/? :

¢) Verificar analiticamente que v L w.



Respuestas

1oa) {1} b){0; 11} o) {11 %112} o) {3:2-2 -1} €) {12112} ) {-3v2i—2]

9){2;0; V2 +1 -2 +1)

h) {4/3;-4/3} i) {o; 5+—F;5_—F} D220 k) {10/3;-3/2) 1) {2; -2; 1}

m) {0;/3; /3]

2. 2){-10; 10} b){3:-1/2) ¢){6;-1/6} d){4} e){16:1:9;4} f) R-{1;1)
3. a)[1/53] b)(-1/2,23) ©) (~eo;=5]U[0;+e) AR e @

f) (~ooi =5 |U[VBi+eo) U2} ) (0:1) h)[312: 312 i) (oo 1/24) ) [3: 1]

k) (=100 U (1 +e0)

4.2 b)(050) (1030 d@E+e) e (—5E) N[5 0)u[V5:4)
0) [-VBiVB| N (32U e) e 0) Uit o) ) w0i0)  K)(T2-2)

1) (-1; -1/2)

5. a)y=-0,5x b)y=2x-3 c¢)y=2x+6 d)y=-0,5x+28/3

6. -1/5

7. @)y =-100 km/h x + 350 km c) 350 km; 100 km/h d) Alas 1,25 h (1 h 15 min.) de haber
partido.

8. a) Una respuesta posible es y = (x+6)> b)y=1/4 (x + 1)*-3  ¢) Una respuesta
posible es y = -x (x + 2).

dy=-13(x-3)(x+1) e yhHy=-23x+31>+6

9. b) f(t)=-10(t-2) (t—8); Dom(f)=[0;8 c¢) 90m alos 5seg. d) A 70m bajo el mar. e)(2; 8)
y [0;2)

10. a) {(2;4); (-1; 1)} b) {(Z; 4)} c) &

11. a)x (x-1)(x+1) b)127(x-6)(x*+6x+36) c¢)(x-5)(x+5)
d4x-1)x+2) e 4x>(x-32)7 025 (x-25/5 (x+25/5) (x> + 4/5)
2)8(x+12)(x+1)(x-3/4) hy4(x+1)(x-1/2)(x-2)

D-1/2 t (t+2)(t-2)(t+/2)  HE-DE+3)7 k) (x -2 (x+3)

D (x-1) (x+2) (x*+9)

x2+4

x2+2

12. a) {xeR /x#2 Ax #-2}; D {xeR/x#1A x#-1}; (x*+x+]) (x*x+1)



2
2[t° +1
( ) d) {xe R /x#0Ax =2}, S

—(x+1)(x-2)

x(x+3)

){teR /t£0At#-1};

e){XER /Xx#0AX#2AX#-3}; f){xe]R/x;tO/\x;tl};2i
X

13. a)CO b)AE ¢)AC d)AO

14. Una solucién posible es v5i+2v5 | .
15. (x; y) =(+3:8) o (x;y) =(-3: 8)
17. A =-2

18.2

9 \2 \4

19 a) V=(% J3; 4) b) Una solucién posible es w= i—%j .



Trabajo Practico 1: Funciones exponenciales y logaritmicas
1. Los datos de la tabla muestran la longitud L de la raiz de una planta de habas en el

dia n.

10

83

La tabla, ;puede corresponder a una formula del tipo L=k a" + b ? ;Por qué?

2. Se parte de una muestra de dos kilogramos de una sustancia que se reduce un 75% cada

afo.

a) ¢Cuanto tiempo habra pasado para que quede una masa de ékg.?

b) Definiry graficar una funcién que modelice el problema.
c) Lamasa, jpuede desaparecer?.Argumentar.

3. Sean fi: R—R tales que:

fi(x) = 3" fu(x)= 3*! fy(x) = -3*
f5(x)=2.3" f5(x) = 3*+1 fy(x) = -2.3
f3(x)= 3% fo(x) =3 fo(x)=- 3* +1

Para cada una de las funciones:

a) Obtener la ecuacion de la asintota horizontal y la interseccion con el eje y.

b) Indicar intervalos de crecimiento o decrecimiento.

c¢) Representar graficamente.

4. Hallar los numeros reales a y b tal que la funcién f: R >R /f(x) = 22+ b tenga asintota

horizontaleny=1y  f(2) =3.

5. Hallar la formula de una funcién exponencial f creciente de la forma f(x) = k.ax + b, con
asintota horizontal en y= -3 y tal que f(0) = - 2. Si el problema tiene solucién, indique si es

unica.
6. Resolver las siguientes ecuaciones:
a) 77 =1 b) 3*%=9 c) 25%= 5%

7. Resolver cada una de las siguientes ecuaciones:

o) Vo= o JVzevz =2

f) 4.32¢1417.3x-7=0

a) 23x=9.-2_
27*

¢) (0’5)x+3 =8\/E

d)(

d) 421 = (1

3

gx—gx -2
Q) 5

0

X+5
1) 4
2

8

;



X
8. A partir del grafico de f: R — R/f(x)= Gj , obtener los gréaficos de:

% X 12
f1:R—)R/f1(X):(gj +3, fZ:R_)R/fZ(X):_(%j +1 f3R%R/f3(X):(gj

1 x—2 1 X
f4 :R—)R/f4(X):—(gj -3 f5 R—)R/fS(X):(gj

En cada caso escribir el conjunto imagen , la ecuacion de la asintota horizontal e interseccion con el eje

y.
9. Calcular, utilizando la definicion de logaritmo

a) log % b) log, J3 C) log; 81 d) logaa (cona>0,a=1)

3

10. Definir funciones logaritmicas de la forma fi: A; — R/ fi(x)=log.(x-b) que
verifiquen las condiciones dadas y obtener el grafico aproximado de cada una de
ellas:

a) Con asintota vertical en x = -2 y pasa por el punto (2;2).

b) El dominio es (4, + oo )y pasa por el punto (6;-1).

11. La molaridad en iones de hidrégeno H3O* es el cociente entre el nimero de moles de H3O*
y el volumen de la solucion en litros y se expresa como [H30*]. La acidez de una solucion se
mide por su pH (potencia hidrégeno) que se define por: pH= -log[H30*], definicidn
propuesta por el quimico danés Sorensen en 1909.

a)¢Cuél es el pH (redondeado a dos decimales) de una solucién que contiene 3.10 moles
de H3O* por litro?
b)¢ Cuél es la molaridad en iones H3O* de una solucion para la cual el pH es 27;Y si el pH
es 9?7
c) Evaluar el porcentaje de descenso de la molaridad en iones H3O* cuando el pH de una
solucion varia de 2 a 3.

12. Graficar cada una de las siguientes funciones fi: Aj— R, indicando: dominio,
ecuacion de la asintota vertical, interseccion con el eje y, ceros, conjunto de
positividad y negatividad, crecimiento y /o decrecimiento.

a) f1(x) =logyx b) fi(x)=-log, x c) fz3(x) =1 -log, x

4

4

d) fy(x)=2.log;x e) f(x)=

log, x f) fo(x) = logs|x+5|
3

13. Una técnica para descubrir la antigliedad de un objeto es medir la actividad (A) de carbono 14
presente en el mismo. Esta actividad viene dada por: A = 15,3.(0,866) t donde t es la antigliedad en
miles de afios y A se mide en desintegraciones por minuto por gramo (dpm/g) de carbono 14.
Calcular la antigliedad aproximada de un objeto en el que A= 7,65 dpm/g

14. Encontrar, si es posible, x € R /logs (_Zx?j =1

15. Calcular:
_ [ — 1
a) Iogﬁ(Z 30) b) Iogl 573 C) Iog\/gﬁ d) Iog\/§1
5



16. Qué relacion tiene que existir entre a y b para que se verifique que:
loga+logb=0 (aeR*, beR")

17. Calcular a sabiendo:
logn=2y log,64n=5

18. Resolveren R

a)  3fiogx +logx=10 (Pista: sustituir &logx ) b)log(x2) = (log x)2
0) loga(x") +(logzx)! = % d) logz(9-2%) = 3-x

19. Encontrar ky a para que el grafico de f:R — R definida por f(x)=k.ax pase por los puntos
PyQsi

a) P(-2;16) y Q(2;1) b)P(3;1/3) y Q( 1;3)

20. Encontrar el error del siguiente razonamiento:

(=1)* =1* = log, (-1)* =log, 1* = 4log, (—1)=4.log, 1 (por logaritmo de una potencia)
aplicando logaritmo a ambos miembros
log, (—1)=log, 1= —1=1, por ser log una funcion inyectiva

21. Resolveren R
a. 1og(x2 —12x+20) =2 b. (logx)® —logx—2=0

C. logasx+logss(12—x) =1 d. x99% =100x

1
e. log, @ogz( NS H 4 £ 105100’ =100
22, Seaf: AcR — R/f(x)=k+log,(x +Db)
a. Encontrara, ky b sabiendo que los puntos (0,-3), (1,-4) y (—%,—2) pertenecen al grafico

def

b. Para los valores obtenidos, analizar la existencia de la funcion inversa vy, si es posible,
obtenerla. Si existen, encontrar las intersecciones con los ejes coordenados

c. Graficar ambas en forma aproximada e indique ecuaciones de las asintotas.

Respuestas

n 6
1) No. Con las tres primeras columnas se obtiene: L=0,3. (\/1 1) + 0,7, pero 50 #0,3. (\/1 1) +07

2) a)3afios; 4) a=-1;b=1;5) f(x)=ax-3 ,cona>1. ;6) a)x=4;b)x=0; c)x=4/3;d)x=-7

7) a)x=0,5; b)x=-1 ; ¢)x=0,75; d)x=-1; e)x=-6,5; Nx=-1; g) x=1/3

9)a)-2;b)-1/2;¢)8;d) 1 ;10) @) fr: (—2,+e0) — R/f,(x) =log, (X +2) , b) f (4,+oo)—>IR</f2(x):Iogy(x—4)
2

11)a) ph = 4,52; b) 0,01; ¢) 990% ; 13) aprox. 4.818 afios; 14) x=6/5; 15) a)-60; b) 3/2; ) -6; d)0.; 16) a.b= 1; 17) a=4
V2

18) a)8={108};b)8={1,100} :¢) s={4,7} d)5={0,3}: 19)a) k=4,a=05 : b)k=9,a=1/3;

21) a) S ={1,11}; b) S={100, 1/10}; ¢)S={7,5}; d) S={100, 1/10}; €) S= {2128} ; f) S={1,2}-; 22) a) a= %; b=1; k=-3

10



Trabajo Prdctico 2: Funciones Trigonométricas

1.

a)

Completar las tablas estableciendo las equivalencias entre el sistema sexagesimal y
el circular

sexagesimal 360°(330°|300°|270° 150° 120°| 90° | 60°

30°

circular 4 0 3n 1

2 22175 & St 1
& 6 4

b)

sexagesimal 1° 300°30° -1250°

circular —

Demostrar cada una de las siguientes relaciones entre funciones trigonométricas de
un mismo angulo

sen(u).cosec(u) =1, (ue R/u=km con ke Z)

cos(u).sec(u) =1,(ue R/u# (2k+1).g con ke Z)

tg(u).cotg(u) =1,(ue R/u;tk.g con ke 2)

sen(u)
cos(u)

tg(u) = (ue R/u¢(2k+1).g con ke 2)

sen’ (u)+ cos? (uy=1(ueR)

1+tgz(u)= :secz(u),(ue R/u¢(2k+1).g con ke Z)

cos? (u)

1+cotgz(u):+=cose02(u),(ue R/u#km con ke Z)
sen“(u)

Usando las relaciones demostradas en el problema 2, calcular todas las funciones de
o en cada uno de los siguientes casos:

12 3n
sena=—— (T<o<—)
13 2

tga =2 (0<oc<g)

/3

T
seco=—— (——<a<0
3 ( 2 )

a
Demostrar : tgo=a=>|seno.coso| = |2—|

a”+1
Se quiere reconstruir un tridngulo del que s6lo se conserva el fragmento que indica

o /,:/

la figura. ;Qué dimensiones tenia la pieza original?.

A 50 cm

11




6. Si se considera que las orbitas de la Tierra y de Venus en torno al Sol son circulos
de radios respectivos 150.000.000 km y de 109.000.000 km. ;A qué distancia se

encuentra Venus de la Tierra cuando el angulo de observacion Sol-Tierra-Venus

( o enla figura) es de 22°? Expresar el resultado con 3 cifras significativas.
T

CUIDADO

Con estos datos pueden construirse

dos triangulos

A A

.

Yo, %
e
er

Dos motociclistas parten del punto en que se bifurcan dos
carreteras rectas que forman un angulo de 55°. Viajan a 90 km/h
y 120 km/h respectivamente ;A qué distancia se encuentran uno

de otro al cabo de 3 minutos?

8. Desde un punto A de la costa se divisa una isla cercana. Con los datos de la figura,

calcule la longitud x de la isla.

12



9. Verificar las siguientes identidades. Determinar, en cada caso, el conjunto en el que
son validas

cosaL _ ) , ,
cotgo b) cos® ou—sen“o =1-2sen“o
c) (tgoc—1)2 = sec’ o — 2tgar d) 1 1
sec? ot cosec’a

e) seco —Ccoso = seno.tgo

f) (I-sena).(1+sena )=

1+ tgzoc
g) cotgo—1 _ Coseca h) 1+ seca — senci+tgat
1—tgo secal coseca

i) cot gzoc—cos4 o.cosec?a = cos? o Jj) sec oc—tg4oc =1+ 2tg20c

COS 0L+ seno.
k) seca.seno+1=———"

cosa 1) tgo+cotgo =secacoseca

m) (senca+coso)? = 2tgo.cos? ou+1 n) seca+1 _ tgo

tgo  seca—1

10. Reducir cada una de las siguientes expresiones

2 x= sen(a.+B) +sen(o— )
cos(o.—)—cos(o+B)
b) _ 2sena.—sen(2o)
- 2senau+ sen(2al)

11. Verificar las siguientes identidades. Determinar, en cada caso, el conjunto en el que
son validas

2tg 2 1—th (1 ocj
a) senf = b) cosoL = —?
1+1g (J 1+1g (2 j
2tgP
c) tg2B =
-g’B & 2+igpygp =)

tgB

12. Expresar sen(3x) y cos (3x) en funcion de cosx y senx.

13. Resolver las siguientes ecuaciones

a) —2++/3cosecx =0 b) cos? X = COS X

13



secx 1

c 2x)=0.,5 d) ————secx=0

) cos(2x) ) cosx 2

e) cos® X +%senx —% =0 f) secx +tgx=1

2) senx +tgx =0 h) sen(2x) + sen(4x) =0
i) $en°X +Cos X = 1,25 Jj) cosX —2sen’x+2 =0
k) 4sec® x—tg?x =7 1) cos(2x) =1—senx

14. Demostrar que
a) senp+senq=2 sen( Pt q) cos(p—ij
b) cosp+cosq=2 cos(p+ q) cos(p—ij
+B=

(Pista: hacer la sustitucic')n{ P )
=q

15. Verificar las siguientes identidades e indicar, para cada una, el conjunto en el que es

valida:
cosx + sen’x . , 3,13
a) ——————=1-senx.cosx (Pista: Recordar como se factorea a’+b")
COSX + senx
b) COS(X) _SeNX) _ cony+ cosx
1+1g(-x) 1+ cotg(x)
c) cosec’x —cosec’x = cotg® x + cotg’x
d) M = COS(ZG)
cotgo + tgou

16. Resolver las siguientes ecuaciones trigonomeétricas:

. 4 sen? x- 3=
) sen” x- 8 sen x +3=0 ii) 2 sen t cos’t = —ﬁcost
i) tg'e-2sec’p+3=0 iv)  senx ++senx =0

Dada la funcién f:R — R/f(x) = Asen(Bx+C) con Ae R—{0}, Be R", Ce R,

|A| recibe el nombre de amplitud; B el de pulsacion; C es la fase inicial; pZ%E
es el periodo y

o= —% es el angulo de desfasaje.
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17. Dadas las siguientes funciones definidas de R enR:

a = 2

) y=sen(2x) b) yzlsen[lxj

2 2
s 1. =

c =sen| Xx+— d =2sen| —x+—

) Y [ 6) )y (2 ‘J
e) y= 5.sen(3x +gj fy y= —4.sen2.(x+§j
Se pide:
i) Amplitud, pulsacion , angulo de desfasaje y periodo.
ii) Representacion grafica aproximada
iii) Maximos y minimos
iv) Co, C4, C..

18. El grafico corresponde a una funcion de la forma f: R — R/f(x) = Asen[bx + ot

by

2

1 80°

a) Encontrar A, by o.
b) Determinar amplitud, pulsacion ,angulo de desfasaje y periodo.

19. a)Representar graficamente f:R—R/ f(x) =2 sen 3(){ + gj

b) Determinar amplitud, pulsacion, periodo y desfasaje.
¢) Encuentre una funcion g: R—R que tenga la misma gréfica que f, que responda a
una formula del tipo g(x)= A cos(ax+b). Justifique,

20. Una boya en un canal se balancea hacia arriba y hacia abajo con el movimiento de
las olas. La boya se mueve un total de 60 cm desde su punto mas alto hasta su punto
mas bajo y regresa a su punto mas alto cada 10 segundos. Sabiendo que en t=0 la
boya se encuentra en su punto mas alto, escribir una ecuacion que describa su
movimiento. Obtener un grafico aproximado.
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21

El nimero de predadores y el numero de presas, en un sistema predador - presa
tiende a variar periddicamente. En una cierta region con halcones como predadores
y roedores como presas, la poblacion de roedores R varia de acuerdo con la

ecuacion R = 1200 + 300 sen (gtj y la poblacién de halcones varia con la ecuacion

H =250+ 25.sen (gt-%) , con t medido en afios desde el 1° de enero de 2000.

a) (Cual era la poblacion aproximada de roedores y cudl la de halcones el 1° de enero
de 2000?
b) (Cudles son las poblaciones méaximas de roedores y halcones? Estos maximos,
[ocurren alguna vez al mismo tiempo?
c) (En qué fecha se alcanzd la primera poblacion méxima de roedores?
d) (Cual es la minima poblacion de halcones? ;En qué fecha se alcanzo por primera
vez?
22. Resolveren R
a) sen (2x+£j =sen (gn—xj b) sen (ZX—EJ =Cos [E+Xj
3 3 4 6
c) cos (2x+£j= cos [E—xj d) tg(f—ij = tg3x
3 4 3
23.

Sea f:R > R/f(x)=-2 sen(bx+§j conbe R*

. . . . 2
a) Obtener b sabiendo que la distancia entre dos ceros consecutivos es —.

b) Encontrar el conjunto de ceros, el conjunto de valores de x para los que f presenta

maximos y el conjunto de valores de x para los que f presenta minimos.

c) Realizar el grafico aproximado.

Rtas:
1) a)
sexagesimal 360° | 330° | 300° | 270° | 240° | 210° | 180° | 150° | 135° | 120° | 90° 60° 30°
circular 1 5 3 4 T 5 3t 2 n n 1 n
P2 e e e e I el B R B L el - N I~ 3 | o] =
3 6 6 4 3 2 4 6
b)
sexagesimal 1° 300°30" -1250° 171°53°'14,4” 15°
3
. T 0,017 | a5 a5 | 1B 201817 T
circular 180 360 18 12
3)
sen Cos g cosec sec cotg
a) -13/12 -5/13 12/5 -13/12 -13/5 5/12
b) 2 15 2 J5 J5 172
5 5 2
C) -1/2 \/54 _\/_% -2 _2\/_% _\/5
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5)32,64cm y 64,28 cm aprox.;6) 4,57.107 km y 2,32.108 km ; 7) aprox 5 km; 8) aprox.1899 m ; 10) a) cotg, b) tg4(/2)

12) sen (3x)=3senx cos2x - sen®x  ; cos(3x)= cos®x — 3 cosx senx

13)a) x=§+2knvx=2§+2kn,conkeZ;b)x=§+knvx=2kn,conkeZ;

T T T 7
c)x:ig+kn,conkeZ;d)@;e)x:E+2knvx:—g+2knvx:En+2kn,conkeZ

T T 2

f)x:2kn,conkeZ,g)xzkn,conkeZ;h)x:kEvx:§+knvx:§n+kn,conkeZ
. L% . T 2 4
1)X=i§+2k’}t,00nk€Z;_])X=E+k’}'CVX=§7E+2k7E\/X=§7E+2k7E,ConkeZ
k)X=%+k§,conkEZ,l) x:knvx:%+2knvx:gn+2kn,conkeZ
15) a)X=%+2kan=gn+2kn,con ke Z ;b) t:g+knvt:—%+knvt:%n+kn,con ke Z

c)(p=%+k§,conk e 7, d)yx=kmconke Z ; 18) a) A=3/2,b=2,0€=g ; 20)

X= 30003[£t) VX= 3OSen(£t +£j
5 5 2

21)a) 1200y 232,6)1500, 275, no, ¢) 1/1/2001, d)225, 1/7/2003 :22) a) {g+§kn,2kn,ke z} b) {% +2"T",%+2kn,ke Z}
)1 i 2T ke 24 d) 15 K ke 2L 23) )9 b= 312: b) Co= Ixe RIx=—2m+ 2k
36 3 12 15 5 973

Crmax= {Xe R/x :—gn+%kn} ; Cmin= {Xe R/x :%ngkn}
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Trabajo Prdctico 3: Vectoresen® * y R 7.

1. Si ABCD es un paralelogramo y O es el punto de interseccion de las diagonales, realizar las
siguientes operaciones entre vectores:

2 2A5+B0  b) _ACHDB o AG+AO-CO
2 2
d) 2AC-BC-2AB
2. Dados P=(-3,-2) y Q= (3,-4) obtener:
a) las componentes de PQ y expresar dicho vector en forma candnica
b) [Pa] v |cA]
c) el versor asociado a PQ

d) un vector de moédulo 3, con la misma direccion de PQ, pero de sentido contrario.

3. SiU=3.i+];V=(-25), hallar

a) U+V b) 3.0-V 0)

N | —
i}
1

N | w
<i

4. Dados U=2T-j y V=
a) Obtener U+V.

b) Comparar |[t+ V] con|[u]|+ V]

c) ¢En qué caso se cumple quel|i+V||=u]+ V] ?

5. Encontrar todos los vectores de modulo 10 que resulten paralelos a a= 3i+ 4] .

A\ A\
6. Encontrar dos versores perpendiculares al vector a=i+2j.

7. Encontrar, en cada caso, el angulo determinado por:
a)a=3i+] y b=i+2]j b)a=-3i+j y b=6i-2]j

8. Demostrar que para cualquier vector i ,no nulo, se cumple que: =1

1 G
|9l
9. Dados los puntos A=(1,1),B=(2,3), C=(5,x) y D=(y,1).

a) Determinar x e y para que ABCD sea un paralelogramo.
b) Con los valores x e y hallados en a), calcular el perimetro del paralelogramo.

10. Sean los puntos A =(3,-1) ,B =(7,0), C= (6,4) y D= (2,3).
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a) Demostrar analiticamente que ABCD es un cuadrado.
b) Verificar analiticamente la perpendicularidad de las diagonales.

11. Demostrar ~ vectorialmente que las diagonales de un rombo se cortan
perpendicularmente

12. Encontrar el vector x tal que :
a) (3,3,2)+ x=(1,4,1) b)(3,2,1)+ x~(1,1,3)+(2,4,1)=(2,3,5)
13. Dados los puntos A=(2;0;0), B(0;1;0) y C=(0;0;5)

A
a) Dibujar en el espacio el triangulo ABC 'y calcular su perimetro.

b) Dibujar {P e R/ HKIBH = 1} . Encontrar la ecuacion que caracteriza la figura dibujada.

A
14. ’ La figura muestra un prisma de base rectangular apoyado sobre los
P A planos coordenados, de tal forma que el vértice oculto es el origen de
F ¥ o coordenadas (O)
E )i —y>

a) Si B=(0,2,0), E=(1,0,0) y G=(0,0,1), determinar los angulos que forma OD con los
vV Vv
versores i,jyk respectivamente

b) Encontrar un vector de médulo 4 que tenga la direccién y sentido de OD .

_)
15. Hallar todos los vectores ¢ de R que verifiquen:

- - -
uxv+23.i

277 . - - -

‘ =u.c,siendo u=(0;1;7), v=(1;4;5)y ¢ =(x;y;7).

16. Sean los vectores A=(-2;1;1) yB=(-1;1;3). Obtener todos los C tales que
C=o A+ BB seaortogonala A ,conaeR y PeRy HC“=\/5

17. Si A =(1;1;0), B =(0;-1;1) y C= (-4x>; 1;2), hallar x tal que (AxB)-C=-7

18. Encontrar un versor perpendicular a los vectores (-1,2,5) y (0,3,1).;Es tnico?

19. Sean los vectores a = (1,2,3), b=(0,x, y) y ¢ =(0,1,1). Hallar todos los vectores
b tales que axblc /\HQXBHZ =a-c+7.

20. Dados los puntos A=(1,2,3), B=(4,6,3) y C =(3,2,3), calcular el area del tridngulo
ABC.

19



Respuestas
1)a)AC b)AB c)2.AC d)BC:2).2)6i-2] ; b)2v10; c) %\/%T—%m]; d) —%\/ﬁh%\/ﬁf

3)a) (1,6) b) (11,-2) ¢) (%,—7) ;4)a) (3,-4) b) [u+ V] <[u+|v] o) W7 ydel mismo sentido

5)(6.8) y (-6.-8) . 6) —%ﬁﬁéf . % 5T—§f; 7)a) o =45° b) o =180°

9)a)x=3, y=4 D) 6+2/5 ;12) a) (-2,1,-1)  b) (-2,-2,6) ; 13)a) aprox .12,72. b) (x—2)2+y2+22=1

14) a) o = o3 = 65°54197 ;1) = 35°15527, ¢) (%\/6%\/6%\/6] ;15)(x,1,7), conxe R

16)C =(1,0,2) 6 C=(-1,0,—2);17)x—1(’)x——1;18)[ 11739\/179,“117;9, 1§9ﬁj,no

19) b=(0,2,2)vb=(0,-2,-2) ;20) 4
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Trabajo Practico 4:
Geomeftria en R’ .Sistemas de ecuaciones lineales.

1. Hallar, en cada caso, una ecuacion cartesiana para el plano B que verifica las
condiciones pedidas:

a) Pp=(21,-)epParaLpP,siendo a=(1,-2,3).

b) los puntos (3,-1,2), (4,-1,-1) y (2,02) pertenecen a .

¢) (3,-1,2)e BABIaABIb,siendo d=(3,1,-1) y b=(1-11).

d) (2,1,-1)e B y los angulos directores de un vector normal a 8
son: oy =X 0y _2m y o3 =X

3 3 4

2. Dados los puntos P=(-1,2,3), Q=(1,-1,1) y R=(2,1,-1) hallar :

a) ecuaciones de las rectas PQ, QR y PR

b) una ecuacion del plano que determinan P,Q y R.

A
¢) ecuaciones de las rectas que incluyen a las alturas de PQR
d) Verificar analiticamente que las rectas que incluyen a las alturas del tridangulo
concurren en un punto.

3. Representar en R? cada uno de los siguientes planos:

a) z=2 ; b)x=5; oy=1; d) x+2y=4; e)
x—-2y=4;
f) 2x—z=4; ¢g) 2x+tz=4; h)2y+z=6 ; 1) 2x+y+4z=4

4. Una ecuacion del plano 3 es:3x-y+z-2=0 y lasdelarectar

X—2= 1(z -2)
son: 2
{ y=1
a) Hallar { P,}=PB Nrr.
b) Obtener una ecuacion del planont/nlfy y rc =
¢) Encontrar una ecuacion vectorial para larecta s/ scnt, s L r A P,€e s.

_2y+10  2z+6
- I

X—y+z-1=0
y r;— x—1
2x+y—-3z-2=0

5. Considerar las rectas ry _, {
a) Obtener, si es posible, ryN 1,

b) Hallar, si es posible, una ecuacion del plano 7; determinado por ambas rectas.
¢) Encontrar una ecuacion delplanom, / T LT y T N7 =11

4x— -10=0
6. Considerar larectar xTywz
x—y—-z-2=0
a) Obtener una ecuacion del plano T que incluye a r y al que pertenece Py (2,3.,4).
b) Hallar ecuaciones simétricas delarectar” / r" //t A Poper’.

c) Verificar analiticamente quer” c 7« .



7. Sean el punto Po=(xo,Y0,20), la recta r de ecuacién vectorial X= 31+7LK y el plano o de ecuacion

ax+by +cz +d=0, demostrar que:

a)

b)

QO

(=)

o O
—_—= = = =

D

10.

1.

.,V
la distancia entre Po y res : d(Py,r) =|PyPxA
: : axg +byg +czg +d|
la distancia entre Py y ot es d(Py, o) = |
Va? +b% +¢?
Sea Po=(1,-2,-1), calcule la distancia entre Py y
L, X=2 z+1
la recta de ecuacion = y= —
el plano de ecuacion x +y +2z=3
X y-2 2z-1
Sea T el plano de ecuacién x + 2y +z=4 ,y m la recta definida por E = y_2 = 5
Encuentre {Py} =mtm
Determine todos los puntos Q € m tales que HPO—Q” =3
Obtenga una ecuacion del plano B/ LTtAmcf
Determine una ecuacion de s = BT
Halle ecuaciones de las rectas paralelas a s, a las que pertenezcan los puntos Q determinados en b).
Investigue si estan o no incluidas en 3
Calcular el volumen de un cubo, sabiendo que una de sus caras esta incluida en el plano Tt de ecuacién: 2x —
2y +z =5 yla cara opuesta en un plano que incluye a la recta m — % -1,5= 4_—3y = ﬁ
Resolver por el método de Gauss cada uno de los siguientes sistemas lineales e interprete geométricamente la
solucion
1 X =2y= 0 X— y+z=1
X+ zZ=
{ 5 3 b) {3x+4y =—1 C) 4Xx— 2y+z=0
—X+2y—-z=
y 2x—y= 3 3x—4y +z=3
2x+2y+3z=10 X+ y+z= 3 X+ y+ z+t=0
O6x—2y+ z =22 e) {X— y— z=-1 fyix— y— z+t=0
4x—-4y -2z =12 X+3y+3z= 1 X+3y +2z+t=0
. Encontrar en cada caso, por el método de Gauss, el conjunto solucién de :
X+2y— z=-15
’ X+ y+ z=0 — X, +2X,+ 3%, =0
5x+3y+2z= 0
a) b) {-2x+5y+2z=0 c) X, —4x,=13x, =0
Moty =-%0 TX+7y+ 2=0 3%, +5%, + 4%, =0
—IX zZ= =3X,+5%x,+ 4x,=
3%+ y +3z=11 y R
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Xy +2%X, +2X, = 2
31 ) 2 3 ; X, = 2X,+ X;— 4x,=1
X, =2X,— X, =
) 21 52 33 . e) X, + X, + Tx;+ 2x, =2,
X, —5%, +3X, =
179 T X, —12x, =11x, —16x, =5

X, +4x,+6x,= 0

X, +2X, —3X, +2X, =2 2%+ X, +X, =7
f) < 2x, +5x, —8x, +6x, =5 g) < 3%, +2%, + X, =—3
3X, +4x, —5X; +2x, =4 X, +X; =5

13. Halle en cada caso los valores de k para que cada uno de los siguientes sistemas tenga solucion Unica, infinitas
soluciones o sea incompatible. Interprete geométricamente.

3x, +4x, +2x, =k X+2y— 3z=4
a)y X, + X, +kx; =2 b){3x— y+ 5z=2
2X; +3%, = X; =1 4+ y+ (K —14)z=k+2

14. Un quimico tiene 3 botellas de igual capacidad con el mismo acido, una con
solucion al 10%, otra con solucion al 5% y la tercera con solucion al 4%. Con ellas
pudo preparar una mezcla de 100 cm® de solucion al 6%. lo logré usando media
botella de la solucion al 10%, toda la botella de solucion al 5% y una parte de la
botella de la solucion al 4%. ;Qué volumen utilizé de cada solucion? ;Cual es la
capacidad de cada botella?

15. Se quiere obtener una mezcla de 360 kg de avena para forraje de $37 el kg. Se tiene en existencia avena de
$35el kg, de $38 el kg y de $41 el kg. ¢ Cuantos kg de cada precio habra que mezclar?

X+ y+(k+1) z=0
16. Dado el sistema x+ (k+1)y+ z=0,
(k+1)x— y+ z=0

a) ¢ Existe algin valor de k para el cual el sistema resulte incompatible? Justificar
b) Determinar para qué valores de ke R el sistema es:

e  compatible determinado

e compatible indeterminado
c)Resolver para k= 0 e interprete geométricamente

Respuestas
1) a) x-2y+3z+3=0; b) 3x + 3y +z-8=0;c)y+z—-1=0;d) X—y+\/§Z =1-2
2)a) PQ— X =(-1,2,3)+A(-2,3,2) ; QR = X =(1,-1)+A(-1,-2,2) ; PR— X =(-12,3)+A(-3,1,4)

b) 10x +2y +7z -15=0

c) h@ ->X=(21-1)+AM-1-22); h@ - X=(-12,3)+u(2,-3,-2); hﬁ — X=(1,-11)+v(1,—61,16)
d)Las alturas concurren en (1,-1,1). obsérvese que es el vértice Q del triangulo, de lo que puede deducirse que el
triangulo es rectangulo. (Puede verificarse viendo que se cumple la relacion pitagorica entre sus lados)
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3)a) b) ©)
2

4)a) Py=(1,1,0) ; b) 2x + 5y -z -7=0;¢) X =(1,1,0)+A(2,~1~1)
5) a)Las rectas son paralelas no coincidentes.; b) 3y — 5z=0;c) 17 x— 5y -3z 17 =0-

6) a) 27x - 6y + 82 = 68 ; b) X;2=V;3=Z"34 ;S)a)@,b) J6

9)a) Po=(1,1,1); b) Q1=(3,-1,2), Q2=(-1,3,0) ; c) 4x +y -6z +1 =0 d) X = (11,0 +A(13,-10,7)
e) X =(3,-1,2)+A(13,-10,7), X =(~1,3,0)+ A(13,~10,7) . Estan incluidas en B
10) V= %;11) a) S={(1,2,001(-1,0,)te R }; b) S= & ; ¢)S= {(21—;]} 2 d) S= {(4,1,00+(1,2,2)t e R }

¢) S=@ 0 S={t(-100,1)/teR};
12) a) S={(-4,2,7)}; b) S={ t.(-3/7,-4/7,1) t€ R }; ¢) S={ t.(7,5,-1) te R };d) S={(2,1,-1)}; ¢) S=T ;

0 2 0
_ 1 - 2

f)  S={XeR*/X= ol T 4 [*Bl, |4 RBER @) S={(1-1116))
0 0 1

13) a) k#3, solucion tnica; k=3, infinitas soluciones; b) [kj#4, solucion tnica; k=4, infitas soluciones; k=-4, sistema
incompatible; 14) (25,50,25); 15) (120,240,0) + t(1,-2,1) con 0<t<120
16)a) No, los sistemas homogéneos siempre tienen por lo menos solucion trivial, b) k=0 , k=1, sist. comp.. indet.;

ke R—{0,1}, sist. Comp. Det. C) S={t(-1,0,1)/te R}
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Trabajo Prdctico 5: Numeros complejos

1. Dados zy=2-i, zp =-2+3i,y z3 =1-i, calcular:
2 Z1 2 Z3
a) (zq+z b c) 2z1—(z5-z4)]——=
) (z1+2,) )22.23 ) 22-(2-2) 2,
-1 2 2 37 _
d) |z1|2 +(Z—2J o) 2% *123] f) Bz + 127,
Z3 Z1 22
2. Hallar x e y reales tales que:
a) y—3i+txi=2-y+5i b) (1+2i)).x+ (3 -51)y=1-3i
¢) x+2—-(x-y).i=3y+2i d) (1+1).(x+2y) — (3-21) ).(x-y) = 8 + 3i
3. a)Encontrar x para que z = ( 3+ 21).(x + 61) sea imaginario puro.
X+3i .
b)Encontrar x para que z =2—5 sea un complejo real.
—5i
4. Hallarlos valores de pe R y qe R para que (p+q)+ (p-q) i seaigual a 2-i.
5. Establecer las condiciones para que el producto de dos numeros complejos sea:
a) 1maginario puro b) complejo real
6. Encontrar ze C tal que :
a)  iz=1 b) (3-)z=i
0) (1—i)2:l d) zi+z=2/3-2i
z
e) 271 o4 p 2142
z+1 z+1
~1+(z-Di {7 1%+ (1-2)i
= A A7
g {16 13 h) T=(2—I).I
7. Demostrar que:
a) VzeCi-z=-z
b) V’zeC:zE:lzl2
¢) VzeCVzeC:zy—-2p=2-12,
d VzeCVzeC:z1zy=212y
e) Vzye C,\Vz,e C—{(0,0)}: (ZJJ A
22) 2
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8. Representar en el plano el conjunto solucion de:

a) Re(z)=5 by -1<Im(z)<3 1. |z +1]>2

d) -1<Re(z)<3 ) |z-1+i =2 o zH|=| 2+ 2
2 - _ _

9 |7 =z+z h) Re(z+z 1):0 ) z—z=i

9. Resolver los siguientes sistemas en C

2) z+7=3 b) 3z+z2'=5+2i 0 iz—z'=2i
2z-7'=i —-z+2'=1-2i (1=iz+(2+i)z'=1+4i

10. Dados los niimeros complejos:
zy=3+1 |, 2p=-2-23i, z3=—1-i, zg=-2 ,y z5=1-+3i

a) Representarlos y escribirlos en forma polar y trigonométrica .
b) Resolver utilizando la forma polar. Expresar el resultado en forma bindmica.

Lzf i (z325)" i BA v (z)°
23 22
11. Resolver las siguientes operaciones:
12

4
a) (2- 2i)° b) (1++3) o) (?%J
12. Seaz; = 1+i'>
a) Expresar z; en forma trigonométrica
b) Obtener z,=z; > .(Expresar el resultado en forma cartesiana)
c) Encontrar todos los ze C/ z' =z, y escribirlos en forma polar.

13. Sean P(x) = ax? +bx+c con a,bycreales yze C.Demostrar que: P(z)=0 < P(E) =0

14. Factorizaren R yenC
a) x* —1 b) x4 +1 c) xS —1
) +1 e) x'-3x*-4 f) x> —x* +16x—16

15. Obtener en R y enC, las soluciones de las siguientes ecuaciones:

a)x2+4=0 b) -3x2 = 2(x-2)2 - 3 0) ¥+ X2+ x=0
- _ 3.2 4

d) 2z23z+4=0 e) 5z23z=0 f) Ez + 2z+§=0

16. Factorizar, en Ry en C, los siguientes polinomios

a)  A(x)=52 —32+2% b) B(x) = x*+x*+1
¢) C(x)=x*+8x+52 d) D(x)=2x*+8x*+4



17.

19.

Escribir la factorizacién en R de un polinomio de grado minimo con coeficientes reales que tenga

como raices 7, -3+4i, . $ Es Unico?

1Z]<2 A 0<Arg(z)<%

T

|z]<2 A 0<Arg(iz) < —

4

Re(z+z)-ilm(z—2z)+ zz=-1

3

Determinar el conjunto de nimeros complejos que cumplen simultineamente las

siguientes condiciones: {

EsArg(zz)£§/\|z| >1ARe(z) +Im(z) <2

|z|=2
2.Re(z) =Im(z?)

grado minimo tal que:

tengaa z,=5,ya z, =21 como raices dobles.

. Representar en el plano el conjunto de nimeros complejos que verifica:

. Escribir la factorizacién en R de un polinomio p(x) con coeficientes reales de

tenga alguna raiz maltiple y que todas las soluciones de la ecuacion z* —3iz=0 sean
raices de p(x).

RespuestaS'

3 148 118 18 21,

15

i) b)- ~—ise) T+ - e) -2 Do

26 26 13 13

2) a) x=8,y=1;b) —-4/11,y 5/11,c)x—2,y 0,d)x1,y 2

3)a) x=4; b) x=-6/5; 4) ng;ng;6)a)z=-l; b)—0,1+0,3.i ;

1

e)z=-2+1 ; Dz=%—§i; g)z= E_% s hyz=142i

9) a) z=1+%i;z'=2—%i b) z=1+i,z2=2-i

10)b)i. -64 ;ii. 32—32/3i ; iii. 0,683-0,183i ;iv. 6—14—ai;11)a)512i ;D)

e

12) a) z1=\/§(cos§+i-sen§j ;b)z,=(-64,0) ; c){[

5 2

3

14) a) En R : (x+1).(x-1). (x*1); en C: (x+1).(x-1)(xH).(x- i) ;

b)

¢)

d)

e)

En R:(x2+ 2x+1).(x2—\/§x+1);en C: (x+\/—+\/2—](x

En R (x— 1)(x*>+x +1);en C: (x—1)[x+;+fiJ(x+
1.3

En R (x —+1)(x*-x+1);en C: (x+1)[x—2+i]{x—;—

2
En R : (x+2)(x-2)(x*+1); en C: (x+2)(x-2)(x +i)(x — i)

3n

3

2
V3

2

¥

iJ

c)z=-0,5 ;

c) z=8+i;Z=-1+6i

a2

o)

dyz=(-1++/3) - (1+3)i ;
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f) EnR :(x—1).(x2—2\/§x+4).(x2+2\/§x+4);
en(C:(x—1)(x—\/§—\/Ei)(x—\/§+\/§i)(x+\/§—\/§i)(x+\/§+\/§i)

S = {90 _9i - _4.3,43
15):a) S, =@ ,S. ={ 2, -2i} b) S, =9 ,S, {5+5|,5 5|}

¢) S, ={0}, scz{o,—1+*/§i,—1—*/§i} d) S, =3, scz{3+*@i,3—*@i}

2 2 2 2 4 4 4 4
3 _ [2,2,2 2
e)SLR_SC_{OYg} S, =9, SC—{ 3+3|, 3 3|}
3 2
16)a)en Ryen C:A(X)ZS(X—EJ ;
b) en R:Bx)=(x*+x+1). (x*-x+1).en C: [x—1+\/§i]{x—1—\/§iJ(x+1+3i][x+1—\/§i]
2 2 2 2 2 2 2 2

C) en R:C(x)= x*+8x+52 sen  C:C(x)=(x+4+6i)(x+4—6i)

d) enR: D(X)=2(X2+2—\/§)(X2+2+\/§) ;enC:D(X)=
2(x—i\/2—x/§)(x+i\/2—x/§)(x—i\/2+\/§)(x+i\/2+\/§)
17)k(x-7)(x* +6x + 25) con ke R —{0}
19) s:{zi;—zi;ﬁ+i;—ﬁ+i}

20) a) Una solucién posible es p(x)= (x—5)2 (x2 + 4)2 ; b) Una solucién posible es p(x)=x2.(x> + 9)
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TRABAJO PRACTICO N°0 para 5to ano

Para poder abordar esta asignatura es imprescindible por parte del alumno, un
fluido manejo de la operatoria en el campo real como asi también, de las
expresiones algebraicas y la construccibn de graficas de funciones
elementales. Todos estos conceptos han sido desarrollados en los afos
anteriores y se dedicara tan s6lo dos semanas a un repaso de ello con la
correspondiente evaluacion y calificacion para el primer trimestre del ano
lectivo.

Funciones

1) Las siguientes, son cuatro graficas correspondientes a funciones lineales
de dominio real. Acorde con los datos indicados en cada caso. Hallar sus
respectivas formas explicitas.

“ N

1,5

2) De una funcion lineal “” se saben los siguientes datos: Pasa por los
puntos A=(8;-1) y A=(10;-2). A partir de ello, indicar cuales de las
siguientes afirmaciones resultan verdaderas:

a) Su ordenada al origen es b=3 y su conjunto de ceros es

Co =16}

b) Elpunto P, =(5;7) pertenece a gréfica de la misma
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3)

4)

c) Larecta “r’ de ecuacién y=2x+4 es perpendicular a ella

d) La expresion de la funcién inversa es f~'(x)= —2x + 6

e) El conjunto de positividad de f es el intervalo C* = (6;+ )

fy La funcibn y su inversa se interceptan en el punto
M=(2;2)

Hallar la expresién de la funcion cuadratica de % — % que cumple en cada
caso con los requisitos pedidos:
a) V=(1;3) y contiene al punto P, =(0;2)

b) x;=2 ;x, =4 y contiene al puntoP, =(3;3).

c) La suma de sus raices es -2, su producto es -24 y pasa por P, =(0;12)
d) Pasa por los puntos A=(2;3); B=(-2;-9); C=(0;5)

e) Intercepta al eje y en el punto A=(0;5); la x, = 2 y el coeficiente del

término cuadratico y el lineal difieren en 1.

. _ 2 . y “),”
Dadas las funciones {:;(();())_—)>(<+_2ix_k' Analizar, para qué valores de “k”, la

recta resulta secante, tangente o exterior a la parabola.

Sea “f” la funcién lineal que tiene pendiente -2 y pasa por el punto A =(4;2)
y la pardbola definida por g(x)=(x-3).(x-5). Representar graficamente
ambas curvas y analizar en qué intervalo o union de intervalos se verifica
que f(x)=g(x) .

Factorizar el polinomio P(x)=1x®-2x*+1x+1 y hallar sus intervalos de

positividad y negatividad.

Hallar la expresion polindmica de grado 4 que cumple las siguientes
condiciones: El conjunto de ceros es C, = {%; -1;1; 3} y ademas contiene al

21

punto; A=(- -2

1.
27

En el polinomio A(x)=x*-ax® +bx? dos de sus raices son x=3 y x=-1.
¢ Qué valores toman ay b? ;Cual es su expresion factorizada?

Al dividir P(x) =2x® +4x? —2x+a por Q(x)=x-3 se obtuvo 10 como resto.
Hallar el valor de a.
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10) Dadas las funciones definidas por las férmulas:
a) f:A->R/(x)=1-1.2% b) f, :A_>sn/f2(x)=4_2.(%)x
C) f3:A—->R/f3(x)=2 log,(2x—4)-1 d)
fg:AR/fa(x)=1+ Iog%(S—x)

Se pide, para cada una de ellas, hallar: Dominio, ecuacion de la recta
asintota, ceros, grafico aproximado, crecimiento, decrecimiento, conjuntos
de positividad y negatividad y calcular la funcion inversa. Graficar ambas
funciones en un mismo sistema de ejes coordenados.

11) Calcular ceros, maximos y minimos y graficar aproximadamente las
funciones dadas a continuacion en el intervalo [-2x,2x]:

a) f1(x) = sen(2.x — ) b) f2(x) = -3 cos(3—23‘ _ 7t)

c) f3(x)=1—23en%—%) d) fa(x) =2 -2 sen(ZX—%)

ALGEBRA DE FUNCIONES

IGUALDAD

Dos funciones f: Df — B y g: Dg — C son iguales cuando:
Df = Dg ; B =C y para todo x: f(x) = g(x)

Por ejemplo:

2 —_—
Las funciones f:R-{2}—R/f(x) =X—24 y 9: R—R/ g (x) = x+2

no son iguales ya que Ds# Dg, sin embargo, notemos que para todo x#2, f(x) = g(x). Es decir,
sus graficas seran iguales salvo en el punto de abscisa 2 en el cual f no esta definida y tiene
un "agujero” y sin embargo g(2) = 4

2

X< -4 .
Si definimos una funcién h: R—R/ h(x) =17 x -2 six#2 ,resultah =g

4 six =2
SUMA, PRODUCTO Y COCIENTE
Se pueden definir operaciones entre funciones que llamaremos suma, producto y cociente de la
siguiente manera:

(f+g)y) = f(x)+g(x) V x, siendo D(f +g)=Df nDg

(f.9)y) =f(x).g(x) V¥ x,siendo D(f.g)=Df nDg
i
g

(_J _ 1)y siendo DIt)=Df ADg—{x e R/g(x) = 0}
(x

Ejemplo:

Sean f(x):L1 Di= R{1} yg(x)= vx Dg= Ri entonces,

1 ,
(fro)p =7 +x  Dpg=Rs-1i

(9 =X Dig=Rj—{1
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f 1
W o1 p, =R -
(QJ(X) (x —1).4/x é o

COMPOSICION DE FUNCIONES
Analicemos la siguiente situacion: el area de un circulo depende del radio. Si a su vez el radio
aumenta al transcurrir el tiempo segun la funcién r(t) = 3t, resulta:

A(r) = mr? con r(t)=3t
El area del circulo, depende entonces del tiempo a través de la funcion Alr(t)]=.(3t)?

Definicion: Dadas dos funciones f:Df—»Im f y g:Dg — Im g y tales que Im f < Dg, llamamos
funcién compuesta g sobre f, a gof: Df — Im g/ para todo x , gof(x) = g[f(x)]
Observaciones:

* La imagen de f debe estar incluida en el dominio de g para que todos los elementos de Df
tengan imagen a través de la funcién compuesta gof.

* La imagen de g es, en general, el codominio de la compuesta y no su conjunto imagen, ya
gue puede haber elementos en el dominio de g que no sean imagen de ningun elemento de Df
(si la inclusion es estricta)

* Si la inclusion pedida en la definiciéon no se verifica, pueden hacerse las restricciones
necesarias para la composicion.

Ejemplo:
Sean f(x) = 2x+1 y g(x)= % Di=R Im f=R
X_
Dg=R-{1} Im g=R-{0}

Para realizar la composicion “gof” debemos verificar que la imagen de la primer funciéon a
aplicar “f” esté incluida en el dominio de la segunda funcion a aplicar (g) .

Esto no se verifica, entonces realizamos la siguiente restriccion:

Como necesitamos que “1” no pertenezca a Im f, para eliminarlo, restringimos Df.
Notemos que 2x+1=1 cuando x=0. Bastara entonces tomar como Df * =R-{0}, luego la
Imagen correspondiente sera Im f=R-{1} que coincide (y por lo tanto esta incluida) en Dg.
A pesar de que, hechas las restricciones las funciones no son las mismas, usaremos por
comodidad las mismas letras para nombrarlas.

Ahora; gof:R-{0} — R-{0} / gof(x) = g[f(x)] = g[2x+1]= ! 1

2x+1-1 2x
Para hallar fog, debemos analizar si la Im g esta incluida en el Df.
Como R-{0} C R, podemos realizar la composicion:

fog:R-{1}— R/ fog(x) = f[g(x)]=f(x1_1j:2. ! +1= 1+x

x—1 x—1

Notemos que como la inclusién es estricta, el conjunto R es el codominio y no la imagen de la
funcién compuesta fog

Como vemos, fog # gof. La composicion de funciones no es una operacién conmutativa.
Puede demostrarse que la composicion de funciones es asociativa.

Composicion de funciones inversas:

Sean las funciones biyectivas fA - B y f':B — A

através de f a cada x de A le corresponde un y de B

através de f' a cada y de B le corresponde un x de A

Oseaf’ (f(x))= x que se denomina funcidn identidad y esta definida de A en A

Analogamente, si aplicamos primero ", diremos:

(IR

através de f' a cada “x” de B le corresponde un “y” de A

(IR

através de f acada “y” de A le corresponde un “x” de B
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Entonces; f(f"(x)) = X que es la identidad, pero ahora definida de B en B.

Las gréficas de funciones inversas son simétricas respecto de la recta y=x (grafica de la funcién
identidad).

Ejercicios

12)

13)

Dados los siguientes pares de funciones f y g indicar para cada una
dominio mayorante e imagen y hallar f+g, f.g y f/g indicando el dominio
mayorante de cada una.

a) f( g(x) =2x -1
b) 1( g(x) = x
1 j—
c) f(x =3 g(x) =3x+2
d) f(x)=In(x-1) g(x) = e*
e) f(x) = sen x g(x) = (x =1)?

Dadas f(x)= vx y g(x)= x* — 1, hallar: a) f(g(1)) b) g(f(1)) c)g(f(2)) d)

f(9(2)) e)fog f) gof

14)

15)

16)

17)

18)

19)

Dados los pares de funciones del ejercicio 12, hallar, fog y gof haciendo
restricciones a los conjuntos si fuese necesario

Dadas las siguientes funciones, indicar dominio e imagen, buscar su
inversa (restringiendo si es necesario para la biyectividad) y componer
para obtener la identidad. Indicar en todos los casos, dominios e
imagenes.

a) f(x) = x°+2 b)f(x) = ¥x-3 c) f(x) = ZXX +31 d) f(x) = In(x+1)
Dada fog: R—R / fog(x)= x® + 3x — 2.

a) Hallar f, siendo g: R— R/ g(x)= 2x-1.
b) Hallar g, siendo f: R— R/ f(x)= 2x-1.

Un globo esférico elastico, que desinflado tiene un metro de radio, se infla
aumentando su radio 0.1 m cada segundo.

a) Escribir la funcion de medida del radio respecto del tiempo.

b) Sabiendo que Ia funcién de medida del volumen respecto del radio para
la esfera es v()- g’” , hallar la funcién de medida del volumen respecto

del tiempo. Calcular el volumen para t=3

Indicar si es V o F, expresando un argumento que justifique la respuesta.
a) La composicion de funciones inyectivas, es inyectiva
b) La composicion de funciones sobreyectivas, es sobreyectiva

Hallar el conjunto de ceros, conjunto positividad, negatividad y a partir de
ello esbozar una gréafica de las siguientes funciones cuyas formulas se
indican a continuacion..

a) f(x) = (@ +2)x D))= -4)6-1) o) hx)=(-2). (¢ +1)
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20)

21)

22)

23)

24)

25)

Representar graficamente, en un sistema cartesiano de ejes las gréaficas
de las funciones que se indican

2

. X si x<-1 -x+1 si x<0
1 si |x|<2 _ ,
a)f(x)=1 , b)g(x)={-x si [x<1 c)h(x)=11 si 0<x<1
x? si |x>2 . 1
-x% si |x 21 1S x>
X
a) Sean las funciones “” y “g” definidas por las formulas dadas a

continuacion: f(x) = % y g(x) = is' Se pide: Graficar ambas funciones
X X -

en un mismo sistema cartesiano de ejes. Hallar gréafica y analiticamente
los puntos donde se verifica la condicion f(x) = g(x) .

b) Dadas las funciones cuyas formulas se indican a continuacion se
pide: Definir “f—g” y hallar su conjunto de ceros. f(x)=2XX:53 y
2x5
X) =
9(x) X+9

Dadas f y g hallar el conjunto de todos los x/f(x) =g(x):
a)f(x)=x+2 y gx)=v2x+7
b) f() 2-x y g(x)=+2x-5

_1+\/ﬁ y gx) Jox+3

Dadas las funciones indicadas a continuacién hallar, en forma analitica y
gréafica (cuando se indigue, el conjunto Ac Df que satisface:
>9g(x) si f(x)=3+2x y g(x)=4x-5. Graficar.

(x) si f(x)=5-x y g(x)=2-2x. Graficar.
>|g(x)| si f(x)=3x y g(x)=6-3x

x-2 x) = X*2  Graficar.

Resolver las siguientes ecuaciones exponenciales:
a)32 =27 c) 214 4X =80  e)2**3 14X =48

logx

by2 =16 d) 41 =2% 13 fy4**1 34X _1=0

Resolver las siguientes ecuaciones logaritmicas:

a) logo(x — 2)—log, 5 +log, 3 =1 b) Iog3(x2 —4x - 2)= 1
) (logx)? = logx® d) (log, 2 + log,s 4 :%
Iog 125
e) (3.Iogx)2 +1=10 logx f) =1
(logs X)
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26) Hallar, en el intervalo [02r), los ceros de las funciones cuyas férmulas se

indican a continuacion.
a) f(x) =senx -1 b) g(x) =2 .cos(2x) -1

¢) h(x) = cos? x —sen®x —1 d) t(x) =—2.cos x — 2

Respuestas

Funciones

1) a)f1(x):%x+2 b)fz(x)=—§x+4 c)fS(X):_%X+17 d)f4(x):%x

2) aV bV oV dV e F fHV

3) a)f(x)=—x2+2x+2 b) f(x)=-8x*+18x—-24 ) f(x)=—1x®+x+12
d) f(x)=-2x2 +3x+5 e) f(x)=%x2—%x+5

4) Sik=-% estangente;si k>-3 essecantey si k <3 es exterior
5) S=(-w]u[5+e)

6) P(x)=4(x-2)(x=3) (x+1) CY=(1;2)UB;+x) G =(—o;—-1)U(2;3)

7)) P(x)=2x*-7x3 +x% +7x-3

8 a=2 ; b=-3 P(x) = x* —2x3 —3x2
9) a=-74
12) a) Df=R Imf =R} b) Df=R Imf=R}
Dg=R Img=R Dg=R} Img=R}
Df:R—Z I f:R— Df:1 oo | f:R
o Di=A-{} mi=A-p) g Di=(5=) im

Dg=R Img=R
Df =R Imf =[-1;1]
Dg=R Img=R]{

Dg=R Img=(0;+)

13
) a0  b)0 e)fog:R — R} /(fog),, =Vx® -1 f)fog:R§ — [~ teol/(gof) ) =x—1

15) a) f:R{ = [2+e0)/fy =X +2 = 7' :[2400) 5 R /T %) =X -2
b) f:R>R/fy =¥x-3 = f7T:R->R/fn=x>+3

_2x+1

¢) F:R-{B} > R-f}iy = = - R-f2} > R— /171 = X+

-2

d) f:(-teo) 5 R/fpy =In(x+1) = 7R = (- feo)/ ) =X 1

3
16) a) f(x):(";j +3.X;1—2 b) g(x)=1x®+3x-1
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17) a) r(t)=1+0,1.t b) V(t)=4(1+011)° C) V(3)=~293n

18) a) VERDADERO

b) FALSO — Contraejemplo:

Sean f:[0;1] > [0;1]/f,) =x es sobreyectiva
9:R—>{l}/g, =1 es sobreyectiva

fog:R — [0;1]/(fog) ., =1 no es sobreyectiva

21)a) x = 26 b) C, = - 2}

22)a) x =1 b) x =& c)x=3v x=-1
23) a) S=[-=4| bR €) S=(~o5~NU(4;+o)
d) S=(-o0;-3| e) S={1;+o9 ) S=(~o5,0) U(4;+09)
24) a)6 b) 10000 c¢)3 d) 0 e)2 f)0
25)a) 18 b) 5;-1 c) 100;1 d)8;% ei) 10,310
26) 2) G, =z} b) Co = {&: 51 22t
c) Co ={0;7} d) C, = fz;35}

36



PROGRAMA DE MATEMATICA PARA CUARTO ANO. 2009

Unidad 1: Funciones exponenciales y logaritmicas

» Funcion exponencial. Definicion. Caracteristicas. Representacion gréfica.
» Logaritmo: definicién. Propiedades. Cambio de base.

» Funcion logaritmica. Definicion. Caracteristicas Representacion grafica.
» Ecuaciones exponenciales y logaritmicas.

Unidad 2: Trigonometria

Primera parte

» Sistemas de medicién angular: sistema sexagesimal y radial.

» Definicién de las funciones trigopnométricas. Teorema del seno y del coseno.
Aplicaciones.

» Relaciones entre las funciones trigopnomeétricas de un mismo angulo. Signo
de las funciones en los cuatro cuadrantes.

» Funciones de la suma y diferencia de dos angulos. Funciones del angulo
duplo. Relaciones entre las funciones de los angulos complementarios,
suplementarios, que difieren en = y opuestos. Identidades .

Segunda parte

» Ecuaciones trigopnométricas.

> Representaciones graficas de seno, coseno y tangente. Funcion arménica
generalizada.

Unidad 3: Vectores en el plano y en el espacio

» Concepto de vector. Versores fundamentales. Expresion canénica y
cartesiana de un vector.

» Adicion  de vectores. Multiplicacibn de un vector por un escalar.
Propiedades.

» Angulo entre dos vectores. Producto escalar de dos vectores:. definicion y
propiedades Norma de un vector.

» Producto vectorial entre dos vectores: definicién y propiedades. Célculo.

» Paralelismo y perpendicularidad de vectores.

Unidad 4: Geometria lineal en R*. Sistemas de ecuaciones lineales.
Primera parte

> Ecuacién vectorial de una recta en R®. Interseccion entre dos rectas.
Rectas paralelas. Rectas alabeadas.

» Ecuacion general de un plano. Obtencién de la ecuacién de un plano
conocidos un punto y un vector normal ; dados tres puntos no alineados;
determinado por una recta y un punto exterior; determinado por dos rectas
paralelas no coincidentes; determinado por dos rectas que se cortan.

Segunda parte

» Planos proyectantes de una recta.

» Intersecciones: recta —plano y plano-plano.

» Distancias: punto-punto; punto-recta; punto plano; recta - recta; recta —
plano.

» Método de Gauss para resolver sistemas de ecuaciones lineales.
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Unidad 5: Numeros complejos

» Numero complejo: definicion. Parte real e imaginaria de un ndmero
complejo. Unidad imaginaria. Adicion y multiplicacién en C. Forma cartesiana y
bindmica. Complejos conjugados. Propiedades. Division de numeros
complejos. Potencias de i

» Argumento y modulo de un complejo. Propiedades del médulo. Forma
trigonométrica y polar de un complejo. Multiplicacién y division de complejos en
forma polar y/o trigopnométrica. Representacion grafica de nimeros complejos.
» Potenciacion de numeros complejos. Férmula de De Moivre. Radicacién en
C.

» Factorizacion de polinomiosen R yen C.
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Aqui incorporamos un conjunto de problemas correspondientes al

segundo nivel de Olimpiadas matematicas. Para consultas, pregunta

¢ Cuantas formas hay de embaldosar un pasillo de 2x7 con baldosas de 2x1?

Dos bicicletas se encuentran en una ruta recta a 40 kildmetros de distancia. A partir de un
momento ambas empiezan a andar en sentidos contrarios, acercandose. Cada bicicleta tiene a
una velocidad constante de 20km/h. En el mismo instante de partida, una mosca sale de una de
las bicicletas rumbo hacia la otra con una velocidad de 40km/h. Al encontrarse la mosca con la
otra bicicleta, instantaneamente se da vuelta y comienza a volar para el otro lado hasta
encontrarse con la primera bicicleta, momento en el cual se da vuelta nuevamente, y asi sigue
hasta que las bicicletas se juntan. ; Qué distancia recorre la mosca?

Sean ABC y ABD dos triangulos unidos por su lado AB (C y D estan en semiplanos distintos
respecto de la recta AB). El tridangulo ABC tiene BAC=90° y AB=2AC. El triangulo ABD tiene
ADB=90° y AD=BD. EI segmento CD corta al segmento AB en O. Calcular BO si se sabe que
AC=4.

Con una pesa de 2 y una de 5, en una balanza de platillos podemos pesar los valores 2, 3,5y 7.
Si queremos poder pesar todos los valores enteros entre 1y 4, ;cuél es la minima cantidad de
pesas necesarias? ;Y si necesitamos pesar todos los numeros del 1 al 13? ;Por qué con esa
misma cantidad de pesas no se pueden formar todos los numeros del 1 al 14?

Probar que en el mundo hay dos personas que conocen a la misma cantidad de gente.
(Suponemos que si A conoce a B entonces B conoce a A).

Se tiene un hexagono regular. Cada segmento con extremos en dos vértices del hexagono se
pinta de rojo o de azul. Probar que hay un triangulo que tiene sus tres lados del mismo color.

Sea ABC un triangulo tal que BC = 10. Sean M, N, P los puntos medios de los lados AB, BC,
CA respectivamente. Sobre la prolongacién de NP se considera E tal que EP = PN. Sobre la
prolongacion de CM se considera D tal que DM = CM. Hallar la longitud del segmento DE.

De los numeros naturales Ay B se sabe que B = (A%- 1) / 8 y que el minimo comun multiplo
entre Ay Bes igual a 3720. Hallar Ay B.

La suma de dos numeros es 30 y su producto es 10, ¢ cuénto vale la suma de los inversos
multiplicativos de los dos nimeros?
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6.

10.

1.

La sucesion de Fibonacci se define de la siguiente manera:

Fo=1
Fi=1 yparan>2 F,=Fn+Fna

Probar que la cantidad de formas de embaldosar un pasillo de 2xN con baldosas de 2x1 es Fu.

Sea ABCD un trapecio con AB paralela a CD. DAB=100°, ABC=130°, AD=10 y AB=15.
¢ Cuanto mide CD?

Alberto se encuentra en el centro de una circunferencia de radio 20. Berenice esta afuera. En
cada paso, Alberto se desplaza un metro en linea recta. El puede elegir, antes de cada paso,
la recta por la que se va a mover pero Berenice decide en cual de los dos sentidos ha de
moverse. ;Puede Alberto salir de la circunferencia?

Demostrar que hay infinitos enteros positivos impares n para los cuales el nimero 2"n es un
numero compuesto (es decir, tiene algun divisor distinto de 1y de si mismo.

En el espacio hay n planos de modo que cada uno de ellos interfecta a exactamente otros 19.
Determinar todos los posibles valores de n.

Sea ABC un triangulo y r la recta paralela a BC que pasa por A. Sea P el punto de

interseccion entre ry la bisectriz del angulo ABC. Sea Q el punto de interseccion entre ry la
bisectriz del &ngulo ACB. AB mide 7 y AC mide 8. Hallar la medida de PQ.
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