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Supongamos que marcamos los puntos que indiquen la posición de la punta de la oreja, del botón del saco y la punta de la nariz en el cuadro 1. Supongamos también que corremos el cuadro hasta la posición 2 y unimos con flechas los puntos correspondientes:
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Observemos que las tres flechas están sobre rectas paralelas, tienen la misma longitud y “apuntan” hacia el mismo lado.
Las magnitudes que, como el desplazamiento, las  fuerzas, etc, para quedar bien definidas requieren el conocimiento de una dirección, un sentido y un módulo o norma quedan caracterizadas por un  vector y se representan mediante una flecha o segmento orientado. 
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Notación: 


Se lee: vector AB
Algunas definiciones:

· Vector nulo: Lo indicaremos con 

. En él,  el origen y el extremo coinciden. Carece de    dirección y sentido. Su norma o módulo es 0. Su representación es un punto.
· Vectores opuestos: Dos vectores son opuestos cuando tienen igual dirección, igual módulo y sentido contrario.

· Vectores equipolentes: Dos vectores son equipolentes si tienen la misma dirección, el mismo sentido e igual módulo.    
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Operaciones 

· Suma de vectores 

    Según la regla del paralelogramo
     Si tienen origen común:
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S no tienen origen común: Se consideran dos vectores equipolentes con los que quiero sumar, pero que tengan el mismo origen y se procede de igual forma. Por ejemplo:
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· Producto de un número real por un vector.

Si (( 
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 es un vector fijo, ((
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 es un vector de la misma dirección que 
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 . El módulo de (
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 || y el sentido del ((
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 coincide con el sentido de 
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 si ( >0, es el opuesto, si ( < 0 (si ( = 0, entonces ((
[image: image14.wmf]r

v

 = 
[image: image15.wmf]r

0

)

[image: image242.wmf]®

u

[image: image243.wmf]-

·

3

2

r

v

 
[image: image244.wmf]
[image: image245.wmf]r

v


EJERCICIOS
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Dados los vectores 
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  Obtener gráficamente:
  i) 
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2. ABCDEF es un hexágono regular inscripto en una circunferencia de centro O. Se considera que 
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. Graficar y expresar cada uno de los siguientes vectores en función de 
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· Versor
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Es todo vector de módulo 1. El versor que tiene la dirección y sentido de un vector 

, se indica 

 y se lee: “versor v”
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Los versores que tienen la dirección y sentido de los semiejes positivos “x” e “y” de un sistema de  ejes cartesianos se llaman  

  y   

  respectivamente.

· Expresión de un vector utilizando sus componentes   (Forma canónica)
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Los vectores paralelos a los ejes coordenados (es decir, los vectores paralelos a los ejes x e y) se pueden escribir como producto de un número real por los versores 

 y 

  respectivamente.
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Así, en  el dibujo, 
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Consideremos   





Decimos que 3 y -2 son las componentes de 

.

Además, conocer las componentes nos permite calcular su norma ya que por el T. de Pitágoras:





 EMBED Equation.2  

 ¿Cómo obtener la forma canónica de un vector si se conocen las coordenadas de sus extremos?  
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Dado  el vector  

, si se conocen las coordenadas del origen A=(xA; yA) y  del extremo B=(xB; yB) puede escribirse: 

= (xB- xA)  

 + ( yB - yA) 

     

|

 | = 
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Ejemplo:

Hallar x e y para que  

  sea equipolente con  


Debe ser:       x - 1 = 2x + 3    (  -1-3 = x    (   x = - 4

                    y - 3 = 3 y + 5   (  - 3 - 5 = 3y - y  (  - 8 = 2y  (  y = - 4   

3. a) Expresar en forma canónica los vectores del dibujo.

b) Calcular el módulo de cada uno de ellos.
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4. Determinar si 
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 es o no equipolente a 
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 si A=(1;5), B=(3;4),      A’ =(2;3) y  B’=(5;5).

5. Si A=(2;1), B=(1;3) y A’=(4;5), encontrar las coordenadas de B’ para que 
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6. En el siguiente gráfico, 
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· Operaciones con vectores conocidas sus componentes:

Consideremos los vectores:
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          Entonces: 
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-2 

= -2.2
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Es decir: 
              Los vectores  se suman componente a componente.
              Para multiplicar un vector por un número real, se multiplica el número por cada   componente.

7. Sean A=(-1,2)  B=(1,-2)  C=(-3,2) . Hallar la expresión canónica de:

a) 
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b)  1/5(
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c) 1/2(
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d) Hallar el módulo de los vectores obtenidos en los ítems a) b) y c)

8. Sea 
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=(-3,2) calcular las componentes de 
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para que
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· Ángulo entre dos vectores no nulos
Es el ángulo entre 0 y 180( que forman dos semirrectas concurrentes que tienen la dirección y sentido de los vectores dados.



Dos vectores  de igual dirección y del mismo sentido forman un ángulo de 0(, si son de sentidos contrarios forman un ángulo de 180(.

Aplicación  

Calcular el área del paralelogramo construido sobre los vectores de módulos 3 y 4 respectivamente, que forman un ángulo de 30(





área del paralelogramo = b . h






área del paralelogramo = |
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            área del paralelogramo = 4. 3 sen30(= 12. 0.5 = 6

· PRODUCTO ESCALAR DE DOS VECTORES:
                                  Si 
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son dos vectores no nulos que forman entre sí un ángulo (, se llama  producto escalar  entre 
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 al número que se obtiene multiplicando sus módulos por el coseno del ángulo que forman.


El producto escalar  entre 
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Resulta: 
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Algunas propiedades del producto escalar:
Si 
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son dos vectores, se cumple:

1) 
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  (Propiedad conmutativa)
2)  Si 
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 es un número real: (
[image: image86.wmf]α

. 
[image: image87.wmf]®

A

). 
[image: image88.wmf]®

B

=
[image: image89.wmf]®

A

.(
[image: image90.wmf]α

 
[image: image91.wmf]®

B

)= 
[image: image92.wmf]α

.(
[image: image93.wmf]®

A

.
[image: image94.wmf]®

B

)   (Asociatividad mixta)
3) 
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 (Distributividad del producto escalar con respecto a la suma de vectores)
4) Condición de perpendicularidad:    
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· Expresión del producto escalar en componentes

Si   
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 | 2 = a1 b1  + a2 b2
Como, además 
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9. Hallar x sabiendo que:

    a) (
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 (= 5      A = (1 ; 2)    y  B = (5 ; x)

    b) A=(1;1) B=(x-1;2) y 
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 es un versor.
10. Dado 

=(2 ; -x)  hallar:

  a)  x sabiendo que es un número positivo y que (

 (= 3

  b) utilizando el valor hallado en a), el vector de la misma dirección y sentido que 

 pero de módulo 1.

  c) el vector de la misma dirección que 

, sentido contrario y módulo 2. 
11. Demostrar vectorialmente que si A=(x1,y1)  y B= (x2;y2) las coordenadas del punto medio de 
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12. Hallar el perímetro del cuadrilátero cuyos vértices son los puntos medios de los lados del cuadrilátero ABCD siendo A=(0;0) ; B=(4;1) ; C=(5;4)  y D=(1;5).

13. Probar vectorialmente que la base media correspondiente a un lado de un triángulo es paralela al lado y su medida es la mitad de la de éste.

14. Demostrar vectorialmente que los puntos medios de los lados de un cuadrilátero cualquiera son los vértices de un paralelogramo.

(Bastará demostrar que este cuadrilátero tiene un par de lados opuestos  paralelos y congruentes).

15. Hallar el ángulo que forman dos vectores 

 y 
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 sabiendo que el producto escalar es 2,        ( 

 (= 2  y   (
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16. Sean ( y (  números reales. ¿Cuáles de las siguientes expresiones son números reales  siendo 
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i) - 
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iv) 
[image: image151.wmf].

b

b

®


v)  
[image: image152.wmf].()

aab

®

®

®

+


17.  Calcular x para que los siguientes vectores sean ortogonales (perpendiculares):

     a) 
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     b) 
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18. Sabiendo que el ángulo que forman 
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19. Dados 
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a) Hallar x e y para que -
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b)  Para los valores hallados, ¿resulta 
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? Justificar.
20. En el triángulo ABC donde A=( -2,1); B=( 3,-2) y C=( 1,1), calcular la medida del ángulo interior 
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 y  la medida de la mediana correspondiente al lado AB.

21. Demostrar que si (
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22.  Demostrar el Teorema de Pitágoras usando vectores.

22. Probar que si (
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 (2, entonces 
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son ortogonales.

23.  En el gráfico el radio de la circunferencia es 1,5  y 
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24. Sean  dos vectores 
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 y 
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  de la misma dirección. Demostrar que:

                  (
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25. Demostrar que ( 
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26. Dos fuerzas  
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 y 
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 de 50 
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  y  90 
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 respectivamente actúan desde un punto formando un ángulo de 58o. Calcular el módulo de la resultante y los ángulos que forma con cada una de las fuerzas.


27. Una escalera de 25 metros de longitud se apoya contra un edificio construido  sobre una pendiente. Si el pie de la escalera está a 11 metros de la base del edificio  y el ángulo entre el frente del edificio y el suelo es de 128o., ¿a qué altura del edificio llega la escalera?

Respuestas:
 2. 
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 4. No    
 5. B’= (3; 7)      
 6. 2
 7. 
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 9. a) 
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  b) x=2   
 10. a) 
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  y las medidas de  los ángulos  20o  y 38º 
 27. 19,32 m.
Dirección: está dada por la recta sostén del segmento o por cualquiera de sus paralelas.


Sentido: lo indica la flecha.


 Módulo o norma: está representado por la longitud del segmento
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En este ejemplo:    � EMBED Equation.3  ���


En general:         � EMBED Equation.3  ���
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IMPORTANTE


DOS VECTORES  SON EQUIPOLENTES SI Y SÓLO SI TIENEN SUS COMPONENTES EN  � EMBED Equation.2  ��� Y EN � EMBED Equation.2  ��� RESPECTIVAMENTE   IGUALES.














� EMBED Equation.3  ��� es el ángulo que forman  � EMBED Equation.2  ��� y � EMBED Equation.2  ���
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VECTORES





-2





La suma de dos vectores opuestos es el     vector nulo    


               �EMBED Equation.3���            �EMBED Equation.3���
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IMPORTANTE


Condición de paralelismo entre vectores





 Dos vectores no nulos son paralelos si y sólo si uno es múltiplo de otro.
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Por ejemplo si P=(-3;4) y Q=(-1;3)


� EMBED Equation.2  ���=[-3–(-1)]� EMBED Equation.2  ���+[4-3]� EMBED Equation.2  ���=-2� EMBED Equation.2  ���+� EMBED Equation.2  ���                                  


También suele anotarse: � EMBED Equation.2  ���= (-2; 1) =� EMBED Equation.3  ���   
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� EMBED Equation.DSMT4  ���
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� EMBED Equation.DSMT4  ��� son equipolentes, todos ellos representan a un mismo vector libre.





�EMBED Equation.3���








PAGE  
49


_1013755518.unknown

_1013759331.unknown

_1264861910.unknown

_1266576753.unknown

_1266579807.unknown

_1266580107.unknown

_1266580301.unknown

_1266580380.unknown

_1297452937.unknown

_1297453468.unknown

_1266580723.unknown

_1266580351.unknown

_1266580160.unknown

_1266579981.unknown

_1266580038.unknown

_1266579881.unknown

_1266579250.unknown

_1266579594.unknown

_1266578978.unknown

_1266521599.unknown

_1266576641.unknown

_1266576726.unknown

_1266521628.unknown

_1265528021.unknown

_1266425990.unknown

_1266427647.unknown

_1266426403.unknown

_1266425749.unknown

_1266425924.unknown

_1265528885.unknown

_1264861941.unknown

_1264861535.unknown

_1264861736.unknown

_1264861800.unknown

_1264861871.unknown

_1264861770.unknown

_1264861646.unknown

_1264861663.unknown

_1264861565.unknown

_1013759461.unknown

_1013759915.unknown

_1045686940.unknown

_1045686967.unknown

_1013759963.unknown

_1013760537.unknown

_1045255591.unknown

_1013760479.unknown

_1013759938.unknown

_1013759484.unknown

_1013759871.unknown

_1013759481.unknown

_1013759424.unknown

_1013759437.unknown

_1013759451.unknown

_1013759453.unknown

_1013759457.unknown

_1013759440.unknown

_1013759434.unknown

_1013759387.unknown

_1013759393.unknown

_1013759362.unknown

_1013758088.unknown

_1013758990.unknown

_1013759074.unknown

_1013759104.unknown

_1013759134.unknown

_1013759086.unknown

_1013759082.unknown

_1013759029.unknown

_1013759046.unknown

_1013759051.unknown

_1013759033.unknown

_1013759038.unknown

_1013758999.unknown

_1013759024.unknown

_1013758994.unknown

_1013758354.unknown

_1013758981.unknown

_1013758987.unknown

_1013758398.unknown

_1013758483.unknown

_1013758096.unknown

_1013758101.unknown

_1013758092.unknown

_1013755599.unknown

_1013755678.unknown

_1013755717.unknown

_1013758070.unknown

_1013758078.unknown

_1013758082.unknown

_1013755720.unknown

_1013755728.unknown

_1013755704.unknown

_1013755707.unknown

_1013755686.unknown

_1013755637.unknown

_1013755674.unknown

_1013755616.unknown

_1013755571.unknown

_1013755589.unknown

_1013755594.unknown

_1013755575.unknown

_1013755533.unknown

_1013755555.unknown

_1013755526.unknown

_983304173.unknown

_1013755363.unknown

_1013755434.unknown

_1013755461.unknown

_1013755470.unknown

_1013755502.unknown

_1013755465.unknown

_1013755443.unknown

_1013755457.unknown

_1013755439.unknown

_1013755380.unknown

_1013755420.unknown

_1013755425.unknown

_1013755401.unknown

_1013755406.unknown

_1013755392.unknown

_1013755373.unknown

_1013755376.unknown

_1013755367.unknown

_1013755217.unknown

_1013755247.unknown

_1013755353.unknown

_1013755357.unknown

_1013755251.unknown

_1013755229.unknown

_1013755240.unknown

_1013755243.unknown

_1013755234.unknown

_1013755221.unknown

_983327174.unknown

_1013755195.unknown

_1013755207.unknown

_1013755213.unknown

_1013755201.unknown

_1013754888.unknown

_1013755188.unknown

_983327725.unknown

_1013691206.unknown

_1013754373.unknown

_1013691181.unknown

_983327690.unknown

_983327622.unknown

_983327659.unknown

_983327195.unknown

_983324537.unknown

_983327017.unknown

_983327125.unknown

_983327140.unknown

_983327078.unknown

_983327089.unknown

_983327051.unknown

_983325281.unknown

_983325328.unknown

_983325254.unknown

_983309662.unknown

_983323648.unknown

_983323680.unknown

_983322497.unknown

_983323628.unknown

_983322460.unknown

_983309007.unknown

_983309062.unknown

_983307713.unknown

_983308223.unknown

_983308370.unknown

_983304193.unknown

_908961669.unknown

_983268574.unknown

_983300407.unknown

_983300496.unknown

_983303682.unknown

_983304139.unknown

_983303693.unknown

_983302081.unknown

_983300435.unknown

_983300476.unknown

_983270365.unknown

_983300378.unknown

_983300139.unknown

_983270288.unknown

_983269326.unknown

_960711584.unknown

_960711614.unknown

_983268333.unknown

_983268477.unknown

_960711617.unknown

_960711620.unknown

_960711588.unknown

_960711610.unknown

_960711612.unknown

_960711590.unknown

_960711586.unknown

_960711587.unknown

_960711585.unknown

_960711580.unknown

_960711582.unknown

_960711583.unknown

_960711581.unknown

_909180903.unknown

_952555532.unknown

_960711570.unknown

_960711579.unknown

_960711568.unknown

_952121736.unknown

_952122234.unknown

_952121680.unknown

_908981119.unknown

_909179440.unknown

_909179496.unknown

_908981219.unknown

_908961677.unknown

_908919135.unknown

_908958379.unknown

_908960839.unknown

_908960992.unknown

_908961087.unknown

_908960840.unknown

_908958472.unknown

_908958515.unknown

_908958672.unknown

_908958436.unknown

_908958101.unknown

_908958134.unknown

_908922963.unknown

_908918194.unknown

_908918644.unknown

_908918658.unknown

_908918870.unknown

_908918458.unknown

_908918464.unknown

_908918217.unknown

_908917799.unknown

_908918056.unknown

_908918096.unknown

_908917842.unknown

_908913925.unknown

