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PROGRAMA DE MATEMATICA PARA TERCER ANO. 2013

Unidad 1: Las funciones polinémicas I. Funcion lineal
Definicién de funcién. Polinomio, funcién polinémica. Funcién lineal, ecuaciéon de la
recta. Crecimiento y decrecimiento . Paralelismo y perpendicularidad . Problemas.

Unidad 2: Las funciones polinédmicas Il. Funcion cuadratica
Funcién cuadratica. Ceros de una funcion. Translaciones y simetrias. Ecuacién de
segundo grado. Movimientos. Interseccion de parabola con recta.

Unidad 3: Las funciones polinémicas Il

Ceros de una funcién polindbmica en general, multiplicidad. Funciones pares e
impares. Clasificacion de funciones. La funcidn biyectiva y su inversa.

Operaciones con polinomios. Regla de Ruffini, Teoremadel resto. Divisibilidad.
Resolucion de ecuaciones . Teorema de Gauss. Descomposicion factorial de un
polinomio. Clasificacién. Movimientos. Representacion aproximada de funciones
polinbmicas a partir de ceros, intervalos de positividad y negatividad

Unidad 4: Las funciones racionales e irracionales

Funcion racional. Funcion homografica. Operaciones con expresiones algebraicas
racionales. Ecuaciones. Problemas. Funciones irracionales. Algebra de funciones.
Problemas

Unidad 5: Algebra de funciones.
Ilgualdad de funciones. Suma, producto, cociente de funciones. Composicion de
funciones.



Trabajo Practico O

1) Operar para reducir la expresion:

a® (2a+1 )

2) Completar las siguientes expresiones para que sean trinomios cuadrados perfectos
y escribir como binomio al cuadrado.

a) X2 -4x+..... b) 4 a® -8a+.... C) 9+2a+...

3) Factorizar las siguientes expresiones:

a) x*+2x b) x3-x? c) ax+ab+cx+ch
d) X% -2x + ax -2a e) x* +x —ax —a f) x2 — a®

g) 4x? — a? h) a?x? - % i) x?—3

j) X* — 6x +9 k) 4x% +4x +1 1) x3-x

m) 25x% + 10x + 1

4) Dados los siguientes conjuntos de numeros reales, expresarlos como intervalo y
realizar las operaciones que se indican: AUF, BNC, F°, D-A

5
A={reRix-2(x* —x) <0} P DR e NS
1 2
oy
Cz{xeiﬁ/ it >o} D={xeq/ ¥ T2
x =2 (x+1)
E:{xeﬁ/x3ﬁ3x} F:{xe%/ﬁ>2}
x

5) Realizar las siguientes operaciones en R en forma exacta:

a) (V3-+2) -2 +1)V2 -1)-\2+342-43

2\/_ \/_+\/_
\/7+2\f \/__\/_+1
\/_+\/_+ J_——J_

6) Verificar las siguientes identidades Va,be R/a>b >0

a) Wa +vbaNa b =va—b




ab+bJa _
) eda Ve

o la-by

a+b-2ab
m+m_a+\/a2—b2
Ja+b-a-b b
e) \/\/a2 +b° +m.\/\/a2 +b> —2ab =a—-b
Na? +1* —\a* - b’ _a’—~a'-b'
&+ +a® b B b’

ab a(\/3+\/g)

9) Ao b-a

7) Resolver las siguientes ecuaciones
4 7+x

a) x+2=—— b)
X—2 4

— 2 2
C)(3x42) _(3";2) +8=—%x2 d)Vx2+5-x?-4=3

VX+1+VX—1_3
VX+1-+x-1

=a+b+2@

d)

)

2

_ 2
+1—x:(x+2)2 —3.0 241
2 4

Funciones. Repaso de algunas definiciones

%  Como ya sabemos, una funcion f de A en B es una asignacion que le hace corresponder
a cada elemento del conjunto A (llamémosle genéricamente "x”) uno y sdlo un elemento del
conjunto B (llamémosle genéricamente “y") que es la imagen de x por f,

Simbdlicamente
f:A —>B/y=1(x), con las siguientes condiciones:

1. Todo elemento del conjunto de partida A debe tener imagen
En simbolos:
Vxe A, Jye B/y=1(x)

2. Laimagen de cada elemento x € A debe ser tnica.
En simbolos:
vxe A:(x,y)efAa(x,2)ef=>y=2

A es el Dominio de la funcion D, ={xe A/Fye BA(x,y)e f}.

% Recordemos que cuando f varia en los Reales, se denomina Dominio Mayorante al
campo de existencia de la funcion en R. Es decir al conjunto de valores de x para los
cuales la expresion f(x) existe como numero real. EI dominio mayorante es el
conjunto que incluye a todos los conjuntos que pueden ser tomados como dominio
para esaf.



Por ejemplo si la funcién esta dada por f(x)= al % la expresion esta definida para
x+

cualquier valor de x excepto para x=-2. Luego el dominio mayorante de la funcion sera
D, =R-{-2}.

Notemos que cualquier subconjunto de este conjunto puede ser tomado como dominio de f.

¢ El conjunto formado por todos los elementos de B que son imagen de algtn elemento del
dominio se denomina Conjunto Imagen o Recorrido de f. En simbolos:

I ={yeB/3axe AA(x,y)e f}

7

< Se llama imagen de un elemento del dominio aun y, € B/ y,€ I,

Diremos que x,e€ A es una preimagen de un elemento de B si se verifica que
dvo € B/ f(x,) =y,

% Se denomina Grafica de f al conjunto de los pares (x,y) tales que “y” es la imagen de “x”
a través de f, o sea, los pares de la forma (x, f(x))

La grafica de una funcion se puede expresar de distintas maneras: por enumeracion de
pares, mediante una tabla, en diagrama de flechas, en un grafico cartesiano, etc.
Obviamente, algunas de estas representaciones solo son posibles cuando los conjuntos son
finitos, por ejemplo, la enumeracion de pares.

8] Indicar cuales de los siguientes graficos corresponden a funciones de A en B y
cuales no. Justificar la respuesta.

AcR BcR
L I ; Y,
! |
e L
S 1
| 4
B 1 B . 1
2 S el a o
EaA g
1 A 5 X 1 A 4 X 1 3 5 X
A
Y ¥ ¥
_,____,,___l = | 3 : - - - ==
B2 l —pB— |
1 ' ' E B i
74 X 3 A 2 X A 4 X
A f




9) Indicar cudl es el conjunto imagen de f

Y Y
i =S B o

bl
2L
11

. a\ -2 e
Q Zo

f:[0,3]->R >

f:R-—=>R

10) f: R - R/f(x) =-2x—-1 calcular el valor de x tal que
a) f(x)=2 b) f(x)=-1

11) Dada la funcion:
f:R > R/f(x) = —x® + x—1 calcular :f(0), f(-1), {(-2), 1(0,5), f(-1/3)

12) Hallar dominio mayorante (maximo en sentido de inclusion) de las siguientes
funciones y expresarlo como intervalo:

79— x? 2X +1

X) = ———— b) f(x) = ——————
a) f(x) m_z ) 1) (X2 =9)(x +1)
_3 si x<1 1
o) f=1 X d /()= —5—
E si x=22

o) flx)= Y =4 f) f(x)= 1/;’;

x -1

13) Las localidades A, B y C estan alineadas, B se encuentra entre Ay C a 40 km de
A
Un tren parte de A hacia C con una velocidad constante de 90 km/h.
Simultdneamente parte de B hacia C otro tren a velocidad constante de 60 km/h.
a) graficar la distancia hasta A en funcién del tiempo para ambos trenes en un
mismo grafico.
b) En que momento y a que distancia de A se encuentran?

14) Un recipiente con agua que se encuentra a 30° se pone a calentar de forma tal
que la temperatura aumenta en forma constante hasta alcanzar el punto de ebullicion
(100°) a los 5 minutos. Se retira y se deja a temperatura ambiente de 20° tardando
20 minutos en llegar a la misma (y suponiendo que desciende en forma constante). A
temperatura ambiente se mantiene el resto el tiempo.

a) Graficar la temperatura del agua en funcién del tiempo.

b) Cuadl es la temperatura a los 3 minutos, 10 minutos y 40 minutos de comenzada la
experiencia?



15) Pedro sale en bicicleta de su casa a las 12 del mediodia a velocidad constante de
20 km/h hasta la casa de su amigo que dista 50 km de su casa, al llegar, permanece
alli por 2 hs y regresa a velocidad constante de 30 km/h
a) Graficar la funcién distancia (a la casa de Pedro) en funcién del tiempo.
b) Leer en el grafico:
b1) Momento en que se encuentra a 40 km de su casa
b,) Distancia a su casa a las 13 hs

Respuestas:
1) a)-2a(1-a), b)b-1
2
2)a)(x2°  b)(2a-2) o (3 +§j
3)a)x(x+2)  b)X(x-1) c) (a+c) (x+b) d) (x-2) (x+a)
e) (x+1) (x-a) f) (x-a) (x+a) g) (2x-a) (2x+a) h) (ax-1/2) (ax+1/2)
i) (x-+/3) (x++/3) i) (x-3)2 K) (2x+1)2
Iy x(x-1)(x+1) m) 5x+1)?

4)A=(0,1) ; B- (—m;%]u[%;m)  C= (—V2i1)U(V25+00) D={-2:0] - -1}
E=(-w-Blu[0V3] 1 F=(-31)-{0)

AU F=(=31)-{0} ; BmCz(—ﬁ;l)u(ﬁ;%}u[%ﬁwj
F = (=es=3] U {0} U [li+e0) 5 D=d=[-20]-{-1)

523246 b o B 5. o L0753
5 6 2 6

7)a) +4/8 b)) — ¢ — d) 2 e)%

8)a)si, b)si c)no d)si e)si f)no

9) a) [0; 2.5] b) [-2, + o)

5 1 107
11) £(0)=-1; f(-1)= -1; f(-2)=5; f(0.5)= —= ; f(—~)= ——
) f(0) (-1) (-2) (0.5) 3 ( 3) 7

12)a)[-3;3)  b)R—{-3;-1;3} c¢) (—o0;0) U (0;1] U (2;400)
d) (1;+0) e) (—ooi—1) U (=1,0]U[4s+00) 1) (-2;1]

13) Se encuentran después de 1h 20 min y a una distancia de A de 120 km

14) Alos 3 min: 72°, alos 10 minutos: 80°, a los 40 minutos: 20°



Unidad 1: Funciones polindmicas |I. Caso particular:

Funcion lineal

Llamamos “polinomio™ de grado n en x a la expresion:
p(x)=ax"+a, x""'+..+ax+a, enlacual qy,a,,...,a,e R, neN

Ejercicios

1 Indlcar cudles de las siguientes expresiones son polinomios:

)
) x3

b) \/5+x
) —

2) Ordenar los siguientes

determinar sus grados.

a) l+x“—2x2
2

b) -1+x

c) -3

d) —%xs

e) —+/3+2x

f) ++/3+42x°

Funcion polinomica

g) (X-1)(x+3)
h) 0

ro X

polinomios segun las potencias decrecientes de la variable y

Una funcién polindmica, es una funcién que asigna valores a travées de un polinomio, es

decir:

fRoOR/ f(x)=ax"+a, x""'+..+ax+a,

Se dice que la funcién es de gradoncon a, #0 y ne N,q,,q,,....,a,€ R
Ejemplos: sin=1 f(x)=ax+qa, se denomina Funcién lineal

Sin=2, f(x)=ax’+ax+a, se denomina Funcién cuadratica

Sin=3, f(x)= a.x’ a,x*+ax+a, Funcidon cubica
3 2 1 0

En esta unidad nos detendremos particularmente en la funcién lineal



Funcion lineal

Para evitar los subindices, expresamos a la funcion lineal como: f: R — R/f(x)=mx+b
donde m y b son numeros reales llamados pendiente y ordenada al origen
respectivamente.

Los puntos (x,y) de la grafica son tales que y=mx+b y estan alineados. Se dice que
y=mx+b es la ecuacion de esta recta.

Casos particulares de funcion lineal:

a) Funcién constante: es aquella en la cual m=0, es decir f(x)=b. Asigna a todo valor de
x del dominio, el numero b.

La gréfica es una recta paralela al eje x que pasa por el punto (0,b)

b) Si b=0 = f(x)=mx. Los puntos de la grafica en este caso conforman una recta que
pasa por el origen de coordenadas (0,0). Cuando m=1, f(x)=x, se denomina funcidén
identidad porque asigna a cada valor del dominio el mismo valor como imagen.

Ejercicios

3) a) Graficar la funcion identidad e indicar qué angulo forma la recta con el semieje
positivo de las x. Justificar.

b) Graficar f : R - R/ a)f(x)=2x y f(x)=§x

Calcular la tangente del angulo determinado por cada una de las rectas y el semieje
positivo de las x. ;Qué observas?
o) Idem f:% %/ a)f(x)=-3x mum=—%x

Pendiente de una recta

Graficar: f: R - R/f(x) = §x+2

Medir el angulo determinado por el semieje positivo x y la recta.
Calcular la tangente de ese angulo.
¢A qué es igual dicha tangente?

71 y=mx+b
r? - g La recta forma con el eje x un angulo o
5 il _ :
D A0b) C=(@0)= ()
Coomy Vi _ S m

En el triangulo rectangulo AOC es:

A b-0 b b
tgo=—%=——"=—-= =m
ICO| 0-a -a _(_E)

m
Luego la pendiente nos da la tangente del angulo a que forma la recta con el semieje

10




positivo de las x medido en sentido contrario a las agujas del relo;.

Per=y,=mx,+b

Per=y =mx+b

Yo —Yy4 :m(xz_x1)

Yo — Y4
—~———=m=tgu
X, — X, g

Definimos: Ay =y, —y, como el incremento o variacion de y.
AX =X, — X, como el incremento o variacién de x.

A
ga="
¢ Cudl es el rango de valores que puede tomar a ?

Ejercicios
4) Escribir la ecuacion correspondiente a cada uno de los siguientes graficos.

1."}lh

B

5) Represen'tar las siguientés' rectas, teniendo en cuenta "'s'u”pendiente sin hacer tabla de

valores: y=4x yzgx y:—éx =-X
' 2 3

% Definimos en general: Funciones monoétonas

a)Funcién creciente:
f: A->B /y = f(x) es creciente en A VX, e Ay V x,eA: x, <x, =f(x,) <f(x,)

b) Funcion estrictamente creciente X; < X, = f(x;) < f(X,)
A se denomina Intervalo de crecimiento de f

11



_ﬁ o

i
|
1
i

X
funcién creciente funcién estrictamente creciente
Ejemplo:

demostramos que f: R — R/f(x)=x+1 es estrictamente creciente en R.

X; < Xy, = (X, +1) < (X, +1) = f(Xx,) < f(x,)
c) Funciones decrecientes (estrictamente o no).

Las definiciones quedan como ejercicio para el alumno.
Las funciones crecientes y decrecientes en el sentido amplio o estricto, se denominan

funciones monotonas.

6) Dada la funcién lineal general f: % - RX/f(x)=mx+b, analizar si:

f es una funcion monétona

a)
b) En qué condiciones es una funcién estrictamente creciente
¢) En qué condiciones es una funcion estrictamente decreciente

Ecuacion de una recta que pasa por P(Xo,Vo) V tiene pendiente m

y=mx+Db
Poer= y,=mx,+b

Y—Yo =m(X—X0)

Ecuacion de una recta conocidos dos de sus puntos:

P1(x1,y1) Pa(x2,y2)

Vimos anteriormente que su pendiente seria m = % YeoVs y la ecuacién de una recta
X Xy, —X4
que pasa por un punto P4(x4,y1) de pendiente m es:
y-y1=m(x-x1)
Entonces:
y_y1_y2 Y1_(X X1) 1 _ y y1
Xo = X4 Xo =Xy Yo=Yy

12



Ejercicios
7) Dada f :ER—>ER/y:§+x se pide:

)
a) Hallar A={xe R/f(x) >0}
b) Hallar B={xe R/-2 <f(x) <3}
c) Hallar D={f(x)e R/x >1}
d) Hallar E={f(x)e ®/0 < x <15}

8) Siendo f una funcién lineal de variable real se sabe f(5)=4 y
f(-2)=5, hallar la ecuacién de la recta correspondiente.

9) Hallar la ecuacion de la recta que verifica:
a) Ordenada al origen igual a 7 y o= 45°
b) Ordenada al origen iguala 7 y aa=120°

10) Hallar la ecuacién de la recta r que pasa por Po=(1,-9) y cumple la siguiente condicién:
a) Tiene angulo de inclinaciéna = 45°

b) Tiene pendiente %

c) Tiene ordenada al origen 2
d) Pasa por el origen de coordenadas

11) Hallar f, sabiendo que es una funcion lineal de variable real que asigna a los valores
del intervalo [1,3], el intervalo [2,5]. ¢Cuantas posibilidades hay?

12) Todas las rectas del plano representan funciones?
13)

a)Indicar si P, Q y R estan alineados

P(3,2) Q(%,—%) R(1,0)

b)De acuerdo al gréfico, indicar coordenadas de P,

14) Coordenadas del punto de interseccion
Resolver este ejercicio grafica y analiticamente.

5x-2y+9=0 b 3y+6x=2 4y —-3x=40/3
3x+7=2y -2x=y—-4 9/4x+10 =3y

13



Interseccion de rectas

Pueden presentarse los siguientes casos:

B

e

b
)
Ty,

il

H

a) Hay un unico punto de interseccidn. Se trata de un sistema compatible determinado.

b) Se obtienen dos rectas superpuestas y en consecuencia hay infinitos puntos de
interseccién. Se trata de un sistema compatible indeterminado (existen infinitas
soluciones)

c) Se obtienen dos rectas paralelas no coincidentes y, por lo tanto, la interseccién es
vacia. Se trata de un sistema incompatible (no tiene solucién). Clasifica los sistemas
del ejercicio 14.

Paralelismo vy perpendicularidad

a) Paralelismo

| Br r—y=mx+Db,
/‘;(,- HEi r| |S¢>(Xr =(XS
- S T - a,=a,stgo, =tga eom =m
/,- e - (por ser 0°<|a,| <180°A0°< |e,| < 180°)
Conclusién:

Para que dos rectas sean paralelas las pendientes deben ser iguales.
Ejercicio
15) Hallar la ecuacién de la recta que pasa por Py(2,1) y es paralela a la recta determinada

14



por los puntos P+(1,-3) y P2(-3,0).
b) Perpendicularidad

f-, - Para que dos rectas sean perpendiculares la
pendiente de una de ellas debe ser la reciproca
cambiada de signo de la otra.

Queda la justificacion para el alumno

BAA ] Ny
- g N

Analizar el caso especial de rectas paralelas a los ejes coordenados.

Ejercicios

16) Hallar la ecuacion de la recta que pasa por Py y es perpendic. a r: Po(-1,2)
1 4
r-y=—x-——
Y=3%73

17) Hallar la ecuacion de la recta que pasa por Py(-1,2) y es perpendicular a la recta

determinada por los puntos P1(0,4) y P»(6,6).

18) Responder Vo F.
T a) La ecuacion de la recta del graficoes y = —%x+3

(Considerando que las unidades marcadas
representan 1, 2, 3)

rLr,

— n—y=x-4
b) {1 y
n—>y=—-x+4

n—y= 1x+4

1 =

c) 9 N, ={(-13)}
7 —>y:x+5

19) Hallar el area del triangulo determinado por la recta r y los ejes coordenados siendo r
la recta que pasa por M=(4,-1)yes L ar —-y= %x

20) Hallar h y k de manera tal que las rectas de ecuaciones:
3y-5x-3=0 2kx—y+h =0 sean

a) perpendiculares

b) paralelas, no coincidentes

c) coincidentes

15



Forma segmentaria de la ecuacidon de una recta

I8 _
\ S r—oax+by+c=0
SN e X Y
: % \\;k % _E+_E_1
S a b

, , c
abscisa al origen: ——=p
a

ordenada al origen: —% =q X Y g

Ejercicios

21)Escribir la forma segmentaria de r y representar:
a)r, >3x-4y+12=0
b)r, >2x-4y-4=0

22) Escribir las ecuaciones de las rectas que contienen a los lados y las diagonales del
rombo.

Rt (Considerando que las unidades marcadas representan 1, 2, 3, ...)

23) a) Completar la tabla teniendo en cuenta los datos de la figura

Forma implicita ax+by+c=0 |Forma explicita y=mx+b [Forma segmentaria

Iy

2

I3

fq

I5

16
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NI \\

Z v \ F'a \mm__'ﬁh... :

i F;,,
siendo r,r, ry| | eje x ry| |eiey rs||r,

b) Hallar coordenadas de los puntos de interseccion

24) Determinar k tal que la recta de ecuacion E+gy —2k =0 tenga abscisa al origen igual

3 (k#0).

25) Un estudio determin6 que la altura de un arbol y la longitud de la sombra que produce
(en una cierta hora del dia) tienen una relacion lineal.

Si el &rbol mide 2 m, la longitud de su sombra sera de 3 m. Si mide 9m, la longitud de su
sombra sera de 13,5 m.

a) ¢Cual sera la altura de un arbol que produce una sombra de 18 m?

b) Encontrar la funcién que relaciona las dos variables anteriores. Graficar.

26) Un resorte mide 7 cm cuando colgamos de él 10 g y mide 13 cm cuando colgamos 80

g.

a) Escribir la ecuacién que relaciona la longitud L con el peso P.

b) ¢ Cual es la longitud del resorte cuando no colgamos ningun peso?

) Teniendo en cuenta que el resorte empieza a deformarse y perder elasticidad cuando
se alarga 5 veces su longitud inicial. Cudl es el dominio de definicion de la funcién
L(P)?

d) ¢Cual es la variacién de longitud por cada 10g? Y por cada 5g? Y por cada gramo?

Cc

27) Un deposito se vacia mediante una bomba de agua. El volumen de agua que queda
(en m®) viene dado por V(t):8—%t. ;Cuantos m® de agua habra al poner en

funcionamiento la bomba? Cual sera la formula del volumen si el depdsito se vacia con
una bomba 4 veces mas potente que la original?

17



Funciones lineales por tramos

3/2x+4 si x>3 -
28) Sea f: R > R/f(x)={" <7 % X% 56 pide : Graficar, definir I,
2 si x<3
-X-2 si 2
29) Sea f: A 5> R/f(x) = X SI_ X< 5. Se pide: graficar, definir I,
-4 si x<?2

Como caso particular de funcién por tramos: Funcion modulo

|

Sea f: % - R/f(x) =|x|
Por definicion de mdédulo de un niumero real podemos escribir:

x si x20
f:iK—)iK/f(x)={ -

-x si x<0

30) Indicar conjunto imagen de la funcién anterior.

Nota: es interesante observar qué sucede con el grafico de una funcion cuando le
aplicamos el modulo.

Representamos y=x e y = |x| La semirrecta que esta incluida en el semiplano inferior en la

- /

representacion de y=x pasa a ocupar el semiplano superior en la representacion de
y =|X|. Son simétricas respecto de x.

31) Representar en un mismo gréafico y=x+1 e y=|x+1| R >R sin utilizar tabla de
valores para la segunda.

32) Expresar analiticamente las funciones correspondiente a los ejercicios 13 y 14 del TPO

18



Unidad 2: Funciones polinomicas Il. Caso particular: Funcion
cuadratica

Una funcién cuadratica es una funcion f: % — R dada por f(x)=ax’+bx+c donde a, b,
ceR y a#0. Los puntos de la grafica conforman una curva llamada pardbola cuya
ecuacion es y =ax® +bx+c.

< En general: llamamos CEROS de una funcién a aquellos valores del dominio para los
cuales se anula el valor de la funciéon. Es decir, son las soluciones o raices de la
ecuacion f(x)=0

En el caso de la funcion cuadratica, los ceros de f, son los x/ ax® +bx+c¢=0.

¢ Qué representan en el grafico de la parabola los ceros de la f?

1) a) Dadas las siguientes funciones cuadraticas, hallar ceros (completar cuadrados para
resolver las ecuaciones del tipo ax” +bx+c=0en los casos que sea necesario)

b) Graficar e indicar eje de simetria.

¢) Indicar coordenadas del punto de interseccién del grafico con eje y.

1) f(x)= x*-6x+9 5) f(x)=-x*+2x-2
2) f(x)=3x*-2 6) f(x)=4x*-16x+12
3) f(X)=x"+4x+1 7) f(x)=x*+4x+5
4) f(x)=3x*-12x 8) f(x)=-x"+x

2) a)Verificar que toda ecuacion del tipo ax’+bx+c=y se puede escribir de la forma:
y=a(x-x,)* +Y,, (forma canonica)

b) ¢ Qué representa el punto(xo,yo) en el gréafico de la parabola?
c) ¢Cual es la ecuacién del eje de simetria?

% Intervalos de postividad: Se denomina intervalo de positividad de una funcion f al
intervalo en el cual se verifica que Vx del intervalo f(x) >0.

En forma analoga de se define intervalo de negatividad de f.

Para el caso de la funcién cuadratica el intervalo de positividad, seran todos los valores de

x! ax* +bx+c¢>0

3) En las funciones del ejercicio 1,

a) Escribir la ecuacion de la parabola asociada a cada caso en forma candnica, expresar
coordenadas del vértice y ecuacion del eje de simetria

b)Indicar en todos los casos: imagen, intervalos en que f(x)> 0 (analiticamente)

¢) Indicar intervalos de crecimiento y decrecimiento
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<+ Desplazamientos

Para completar sobre la guia:
] Representemos f(x)=x*> f: % - R

Representemos ahora, sin usar tabla de valores: g(x)= f(x)+1, h(x)= f(x)—2 ambas
R->R

Relacion entre la gréafica de f(x) y las de g(x) y h(x):

Si trasladamos la grafica de ............. 1 unidad en el sentido positivo del eje y obtenemos
la grafica de ...............

La gréfica de h se obtiene trasladando ..........

ll] Consideremos nuevamente f : R — R/f(x)=x> Sin usar tabla de valores representar:

gx)=f(x-1) h(x)=f(x + 1)
Expresar la formula de la funcién resultante.
Qué relacién existe entre las graficas de f, gy h?
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En general:

Dada una funcién f y un numero k>0
a) La grafica de g(x)=f(x) £k se obtiene desplazando la grafica de f en la direccién del eje
y.
i) k unidades en el sentido positivo si g(x)=Ff(x)+k
ii) k unidades en el sentido negativo si g(x)=f(x)-k

b) La grafica de h(x)= f(xtk) se obtiene desplazando la grafica de f en la direccién del
eje X.
i) k unidades en sentido positivo si h(x)=f(x-k)
ii) k unidades en sentido negativo si h(x)=f(x+k)

En el caso particular de la funcion cuadratica, podemos representar una parabola
cualquiera expresada en forma canénica

y=a(X-Xo)?+Yo mediante desplazamientos de y=ax®.

Ejemplo:

y=x>-4x+3=x2-22x+4-4+3=(x-2)> -1

La gréfica es una parabola que se obtiene desplazando la grafica de y=x* 2 unidades en
el sentido positivo de x y 1 unidad en el sentido negativo de y.

Ejercicios

4) Dadas las parédbolas p, »y=a,x*+b,x+c,
p, > y=a,x’+b,x+c,

donde [a,|=|a,| hallar las ecuaciones de p,y p,teniendo en cuenta en cada caso los
datos que figuran en las graficas.

b) 1

M 0 O

5) a) Dada la parabola p, =y =a,(x-2)? hallar la ecuacion de la parabola p, que pasa
por el punto Q=(0,5) y tiene el mismo vértice que P;.

¢Cuadl es el valor de a; si a=2 a,?

b) Dar la ecuacién de la pardbola que pasa por los puntos: A(0,6) B(4,-10) C(2,6)
Determinar los ceros y el vértice. Graficarla .Determinar su imagen.Decir en qué intervalo
es positiva y decreciente simultaneamente y en cudl es negativa y creciente.
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Formula general para encontrar las raices de una ecuacidén de
segundo grado

Deduciremos una férmula para encontrar las raices de una ecuacién de segundo grado o
ceros de una funcion cuadrética en forma mas préactica que completando cuadrados.
ax? +bx +c =0 (ecuacién de segundo grado)
- b ¢
dividimos por a: X2 +=x+—=0
a a

completando cuadrados:

x + 2 _b‘2—4ac_O
28 4a2
2
x + b _ b’ —4ac
2a| = 4q’
2
x + b _|p*—4ac
2a 44>
b b*> —4ac
xX+—= -
2a 4a
X_—b+\/b2—4ac 6 X_—b—\/b2—4ac
2a 2a

Formula resolvente de la ecuacion de 2do. Grado

x:—biVb2—4ac

2a
Vemos que para hallar esta férmula, simplemente se han resuelto en términos generales
los mismos calculos que hemos realizado para los casos particulares planteados en el
ejercicio 1 con valores numéricos, con la ventaja de haber obtenido una expresiéon general
en funcion de los parametros a, b y c.

Ejercicios:

6) De todos los rectangulos de perimetro 8 hallar las dimensiones del que tiene area
maxima.

7) Hallar dos numeros de suma 36 y de producto maximo.
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8) Una compania de TV por cable de acuerdo con un estudio de mercado sabe que el
ingreso mensual de la empresa cuando la tarifa es de x pesos mensuales viene dada por
la funcion (x)=500(300-x).x (0<x<300)

Hallar cudl debe ser la tarifa mensual para que el ingreso sea maximo

9) En una isla se introdujeron 100 venados. Al principio la manada empezd a crecer
rapidamente, pero después de un tiempo los recursos de la isla empezaron a escasear y
la poblacién decrecié. Supongamos que el numero de venados n, a los t anos esta dado
por: n(t)=—t>+21t+100  (t>0)

a) Calcular los valores de t para los cuales n=154.

b) ¢Se extingue la poblacién? Si fuera asi, ¢cuando ocurre?

10) Se quiere construir una ventana que tenga la forma de un rectangulo, coronado por un
semicirculo, cuyo perimetro total sea de 12m. Hallar las dimensiones que debe tener la
ventana si se quiere que deje pasar la mayor cantidad de luz posible. Sugerencia: utilizar
como variable independiente el radio del semicirculo.

Leyves del movimiento rectilineo uniformemente variado

1 . . . .
e:Eat uniformemente acelerado sin velocidad inicial

1 , , I
e=v,t +§a’[2 uniformemente acelerado con velocidad inicial.

1 , . .

e=vt —Eatz uniformemente retardado con velocidad inicial.

Graficos

1] 100

9 90

8 80

7 70

6 60

5 50

4 40

3 30

2 20

1 10

1] 1 2 3 4 79 1 2 3 L 5 ] 7 8 9 10
m m m
e=t’  a=2— e=10t+t> v, =10— a=2—

N N N
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e=10¢ —¢*

Ejercicios
11) En un movimiento rectilineo uniformemente variado, donde:
1
e=e, +V,t+—at?
2
v=v,+at

m
Vo =-3——
seg
e, =6m
m

a=2
seg®

Se pide:
a) Obtenere =f(t) v=g(t) a=ht)
b) Graficar estas tres funciones en distintos sistemas de ejes coordenados.
c) ¢Qué pasaent=1,5?
En el intervalo [0;1,5) ¢cdmo es el movimiento?
En el intervalo (1,5;5] ¢ cdédmo es el movimiento?
d) ¢Cual es la pendiente de la recta que representa v = g(t)?
¢ Qué representa fisicamente dicha pendiente?

12)  a) Representar f:R; - R, /e =f(t) =-1t* +10t
b) ¢ Para qué tiempo se obtiene un “e” maximo?

13) Un proyectil se dispara verticalmente hacia arriba con una velocidad de 120 m/s. Su
altura sobre el suelo t segundos después del disparo esta dada por s(t)=-4,9t>+120t.

a) Para qué valores de t el proyectil asciende y para cuales desciende.

b) Hallar el instante en que el proyectil alcanza su altura maxima y calcularla.

c) Hallar el tiempo que demora el proyectil en llegar al suelo.
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d) Hallar el instante en que el proyectil alcanza los 50 m de altura.
Discriminante de la ecuacién de 2%°grado

En la ecuacion de segundo grado ax® +bx +c¢ =0 cuya férmula resolvente es:

—btAb* —4ac
2a

Llamamos discriminante a la expresion A =Db? -4ac .Se dan las siguientes situaciones
posibles:

X =

a) A=0 x, =X, raices reales iguales (raiz doble)
b) A>0 x, #x, raices reales y distintas (raices simples)
c) A<0 no existen raices en el campo real

Ejemplo: Determinar la naturaleza de las raices de las ecuaciones.

a)
o x2+10x+25=0
s A=0 x =x,=-5.Raiz doble
| y=x?+10x+25=(x+57 V(=50)

El eje x es tangente a la parabola.

b)
x> +7x-8=0
A>0 x,=-8 x,=1 x, #x, Raices simples
2
4 y:x2+7x—8:(x+z) _8
2 4

El eje x corta a la parabola en dos puntos.
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30 3x* +6x+15=0
25 A<O0 sin raices reales
20 y=3x"+6x+15=3(x+1)* +12
1 V(-112)
10
5
6§ 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4

El eje x no corta a la parabola.

Ejercicios

14) Indicar Vo F justificando.

Sean x1 Y Xz raices de un ecuacién de segundo grado ax®+bx+c=0 y Asu discriminante.

Sixy,XoeR=>A20
Si x;=x,=>A=0
Sia<0=A>0
Sib®>4ac=x, #X,
Si x, # X, = b® > 4ac

-b++VA -b-+A
—FY

2a
obtener x1+x2 y X1.X2

15) Siendo x, =

16) Hallar una ecuacion de segundo grado cuyas raices son: xi=5y Xo=-7

17) Reconstruir la ecuacion: ax® +bx +c¢ =0 sabiendo que sus raices son:
a) x,=2 X,=8ya=2

b) x, =1-43 X, =1+/3 y a:—%
18) Calcular en cada caso el valor que debe tener m para que la ecuacién:
a) 2x° +%x +m =0 tenga raiz doble

b) x®+x+m=1 tenga una raiz nula
c) x®-8x+m=0 tenga una raiz igual al triplo de la otra

19) Hallar k para que la ecuacién tenga raiz doble

X, e las raices de la ecuacion ax® +bx+c =0 (a=0)
a
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a) 2x°—(k-1)x= —%

b) x*+2(k—1x+4k=0
20) Hallar k para que la suma de las raices sea igual al producto.

a) x®-(2k-3)x+k=0

b) 2x*+(k+1)x+3k-5=0
21) Hallar k para que x1=0
a) 5x®—5kx+4k—-1=0

b) x*+3kx-k+1=0

22) Hallar k sabiendo que una raiz es 3 veces la otra: x> +8x+k =0

Factorizacion del trinomio de segundo grado

y=ax® +bx+c

y:a(x2+9x+9j
a a

: b c :

pero: X, + X, =5 y X{-Xyp =3 reemplazando:
y=alx2 = (X, + X, )X + X, X, )
y=a(x2—xx1 XX +x1x2)
y =alx(x—x,)-x;(x=x,))
y =alx—x; x— )

Ejercicios

23) Factorizar los trinomios:

a)2x’ —3x-2

b) x* +4x 45

c)4x* -3

d)3x* +2x-1

e)—2x> +2x+180

24) Resolver graficamente las inecuaciones:
a)y>2x*-3x-2
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25) Resolver las siguientes ecuaciones bicuadradas

) 4x*-13x°+3=0

) 4x*-17x%+4=0

) 4x*-37x%+9=0

) 4(x2-1f+3x2-3=o
) (1)

(x*-1)*-4(x*-1)+3=0

Recta secante, recta tangente o exterior a una parabola

Resolvamos primero grafica y luego analiticamente el siguiente sistema de ecuaciones:
x? —5x +6 =y — parabola
2x+y =4 —recta

a) Gréaficamente

Las coordenadas de los puntos A(2,0) y B(1,2)
resuelven el sistema.

b)Analiticamente:

Resolvemos el sistema por sustitucién:

—y2 _
2 —1_1n 1 3 a4 5 6 y=X"-5x+6 oyt d=x?_5x46
y=-2x+4

[
X Representamos la parabola
Representamos la recta
3
2
1

x?-5x+2x+6-4=0
X?-3x+2=0%

3+
X =
2

x=20x=1, y=0 o y=2 , A(2,0) B(1,2)

Obtuvimos 2 puntos. Observemos la ecuacién *. Al resolverla el discriminante es mayor
que cero por eso encontramos 2 valores distintos para x. Es decir, existen dos puntos de
interseccidn entre la recta y la pardbola. La recta es secante a la parabola.

Cdmo interpretarias graficamente que el radicando hubiese sido:
a) nulo? (en este caso, la recta es tangente a la parabola)
b) negativo? (en este caso, la recta es exterior a la parabola)
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Ejercicios

26) Resolver analitica y graficamente:
a X?-5x+6=y b) y==2x>+4x+6
2x+y=4 y=—6x—06

27) Dada la pardbola y=x*-5x+6, hallar la recta de la forma y=mx+b tal que sea tangente a
dicha la parabola en el punto (1,2) (“punto de tangencia”).

¢ Existe otra recta que tenga un solo punto en comun con la pardbola en el punto (1,2) y
no sea tangente? Indicar la ecuacion. Graficar.

28) Sea y=x*-2x-1. Determinar m para que la recta y=mx-2 sea tangente a la parabola.
Interpretar graficamente e indicar punto de tangencia.

y=-2x>+x-1
y=mx-—1
indicar para qué valores de m la recta resulta secante a la parabola

29) Dado el siguiente sistema de ecuaciones {

30) Dada la parabola y=3x®-kx—1 y la recta y=kx-2 determinar qué condicién debe
cumplir k para que:

a) La recta sea tangente a la parabola. Indicar punto de tangencia

b) La recta no corte a la pardbola

31) Dada y = x* —2x se pide
a) Ecuacién de la secante que pasa por los puntos de la pardbola de abscisas: x1=3
X2=4.
b) Ecuacion de la tangente en el punto correspondiente a  x1=3.

32) Hallar k para que la recta y=2x+k sea tangente a la parabola y=2x>-2x.
Gréficos correspondientes.

Ejercicios optativos:

34)Sea f:R — R i) Graficar ii) Conjunto imagen

1, x-1 si x<1
=—x"—-2x+1 b) f =
a) /) 2" x* ) 100 {(x—1)2 si x>1
-x?+1 si |x|<2
¢)f(x) = -3 Si x<-2

1 Si x>2
2

35) Considerando las funciones del ejercicio 11:

a) En el grafico que representa e = f(t) trazamos la recta que pasa por (2,4) y tiene
pendiente igual a la velocidad para t1=2.
¢, Cdmo resulta esta recta con respecto a la parabola?

b) Trazar en el grafico que representa e = f(1) la recta tangente a la parabola en tp=1,5
¢, Cudl es la pendiente de esta recta y qué representa dicha pendiente?
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Unidad 3: Funciones polindmicas Ill. Funciones polindmicas en
general. Polinomios.

En la Unidad 1 ya hemos mencionado que la expresién:

a,x"+a, x"" +..+ax+a, con a,#0 y neN,a,a,,...,a,c R se denomina
Polinomio de grado n

Y la funcion f: R - R/f(x)=a,x" +a,_x"
de grado n.

Las funciones lineal y cuadratica que hemos estudiado en las unidades anteriores son

casos particulares de ésta cuando n es igual a 1 o 2 respectivamente.
En esta unidad trabajaremos en general las funciones polinémicas de cualquier grado.

"+...+a,x+a, se denomina funcién polinémica

Ejercicios

1) a) Graficar f : R — R/f(x) = x°
b) Graficar g: R — R/g(x) = (x—2)° +1 desplazando la gréafica anterior.

2) Indicar si es V o F segun corresponda:
a) 2 es un cero de f(x)=x*+4
b) -2 es un cero de f(x)=x*+4
c) -1es un cero de f(x)=x*+1
d) -3 es un cero de f(x)=x3+5/2x?-3/2x

% Sobre los ceros (o raices) de una funcién polinémica:

Los ceros de una funcién polinébmica son las raices de la ecuacion:

ax"+a, x"" +..+ax+a,=0.

Si esta ecuacion asociada a la funcién tiene raiz xo, simple o multiple de orden impatr, la
grafica de f atraviesa al eje x en Xo.

Si la ecuacién asociada a la funcién tiene raiz xo, multiple de orden par, la grafica de f no
atraviesa al eje x en Xo.

Llamamos intervalo de positividad de una funcién al subconjunto del dominio en el cual f

es positiva, es decir C*(f) ={xe D,/ f(x) > 0}

Analogamente, intervalo de negatividad de f: C*(f)={xe D, / f(x) <0}

Ejemplo:

Dada la funcién polinémica: f(x) = x*> —3x deseamos conocer los ceros y los intervalos en
los cuales la funcion toma valores positivos o negativos.

f(x)=x"=3x=x(x*-3)

Ceros: x=0 x=+/3 x=-+/3

Son tres ceros simples = la gréfica de f atraviesa al eje x en cada uno de ellos.
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Completar la tabla

(e.V3) | -V3

-V30)

0

0.43)

V3

(V3 ,5c)

f(x) 0

0

0

Si ademas de esto pudieéramos encontrar los maximos y minimos podriamos dibujarla. (la

funcion polinémica es continua)

Ejercicios

3)En el siguiente gréfico, indica en qué punto la funcién tiene un cero de orden impar y en

qué punto, un cero de orden par.

v

4) Encontrar los ceros y los intervalos en los cuales la funcion toma valores negativos o

positivos, grafica aproximada:

f(x)=x-3%°.
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<+ Funciones pares y funciones impares

En algunos casos puede facilitarse el trazado el gréfico cartesiano de una funcién,
teniendo en cuenta las condiciones de simetria que se pueden presentar:

a) Se dice que la funcién f es par < Vx e D, : f(x) =f(—x), es decir elementos simétricos
del dominio tienen la misma imagen.
Ejemplo f: R — R/ f(x) = x

En este caso hay simetria respecto del eje de ordenadas (Simetria axial)

b) Se dice que la funcion f es impar < Vxe D, :f(x) =—f(-x) 6 —f(x)=1f(—x) . Es decir,
elementos simétricos del dominio tienen imagenes simétricas
Ejemplo f:R — R/f(x)=x°

En este caso hay simetria respecto del origen de coordenadas (Simetria central)
Para analizar si una funcion es par o impar su dominio debe ser un intervalo simétrico
respecto del origen.

5) Dadas las siguientes funciones definidas de R en R, hallar ceros, intervalos de
positividad, estudiar paridad. Graficar. Indicar conjunto imagen:
a) f(x)=x’+2

b) f(x)=(x+2)3
c) f(x)=(x-1)%+2
d) f(x)=-x°

e) f(x)=2x*

f) f(x)=x*

9) f(x)=-x"*+3
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+» Clasificacion de Funciones

Funcion inyectiva: Una funcién f: A — B es inyectiva si y so6lo si a elementos distintos
del dominio (A) le corresponden imagenes distintas en el conjunto de llegada B.
En simbolos:

VX, X, € AT(X, # X, = (X)) #1(X,))

o bien, f(x;) =f(X,) = X, =X,
Graficamente si una funcion es inyectiva cualquier recta paralela al eje x no puede
interceptar al gréafico de ella en mas de un punto, ya que ningun elemento del conjunto
imagen puede ser imagen de mas de un elemento del dominio.
Notese que f es inyectiva < f es estrictamente creciente ( o estrict. decreciente).
Y Y

| i —]
b
You 1’9_, X

No es inyectiva Es inyectiva

Funcién sobreyectiva: Una funcion f:A — Bes sobreyectiva si y sélo si todos los
elementos del conjunto B tienen preimagen en el dominio A. Dicho con otras palabras el
conjunto B y el conjunto imagen de f deben coincidir.

VyeB Ixe Aly=1(x)

Funcién biyectiva:
Una funcidn es biyectiva < es inyectiva y sobreyectiva simultdneamente

6) Sea la funcion cuya férmula es f(x)=x"—4.
) Graficar.
)

a

b)Unir con flechas segun corresponda:

si fIR->R f no es inyectiva ni sobreyectiva

si f:R; >R f no es funcion

si f:R >R, f no es inyectiva pero es sobreyectiva

f es inyectiva pero no es sobreyectiva

c)Indicar un par de conjuntos A y B para que: f:A —=B/f(x)=x*-4 sea funcién
biyectiva.

7) Algunos de los graficos del ejercicio 5 del TPO corresponden a funciones de A en B.
Clasificar dichas funciones.
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8) Dados A={1, 2, 3} y B={3,7}
a) Definir, si es posible, una f:4— B que sea:
a.1) Sobreyectiva
a.2) Inyectiva
b) Se puede definir en estos conjuntos una funcién biyectiva?
Explicar la respuesta
c) ¢ Qué condicién deben cumplir dos conjuntos para que se pueda definir una
funcion biyectiva entre ambos?

< Funcién Inversa

Se denomina relacion inversa de una funcion f definida de A en B, a la que se obtiene de
invertir los pares de f y se denomina f

Es decir dada f definida de A en B, cuya grafica esta constituida por los pares (a,b), la
relacion inversa de f (') esta constituida por los pares (b,a). Esta relacién queda definida
de B en A y no siempre es funcién en dichos conjuntos.

Por ejemplo: Si A={1, 2,3} y B={3,7} y /: 4 — B/ ={(1,3), (2,3), (3,7)}, su relacion inversa

B 4,1'={(3,1), (3,2), (7,3)} No es funcién de B en A.

Qué condiciones debe cumplir una funcién f: A4 — B para que su relacion inversa sea
funcién de B en A?

Si la funcion admite funcion inversa y existe una expresion analitica a través de una
formula y=f(x), para hallar la expresién analitica de la inversa cambiamos x por y, e y por X
(es decir invertimos los pares), y despejamos la variable “y”, si es posible.

Ejercicios

9) Dada la funcién f: R, — [2,4+)/ f(x) = x* +2. Clasificarla y hallar, si existe, su inversa.

10) f: R — R/ f(x) = x%. Clasificarla y hallar, si existe, su inversa. Representar.

Los graficos de funciones inversas son simétricos respecto de la bisectriz de
primero y tercer cuadrante, o sea la recta y=x siempre que la escala utilizada en
ambos ejes sea la misma.

11) Clasificar las funciones del ejercicio 5 cuando estan definidas de R en R.

Indicar, cuando sea necesario, restricciones en los conjuntos para que sean biyectivas.
En esos conjuntos, definir las funciones inversas.
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Polinomios. Operatoria
Igualdad de polinomios:

12) Determinar a,b y ¢ (nUmeros reales) tales que los siguientes polinomios sean iguales:
a) p(x)= a(3x-5)+b(2x-1)+cx?

q(x)=6-5x
b) p(x)=a(2x+1)+(bx+c)(2x-1)

q(x) =(x+1)(4x+3)

Nota: la igualdad de polinomios significa que son del mismo grado y PARA TODO VALOR
DE X se verifica que p(x)=q(x). Esto significa la igualdad de las expresiones algebraicas.

Notemos la diferencia con la resolucion de ecuaciones. En una ecuacion, también se
plantea una igualdad, pero esa igualdad se verifica s6lo para algunos valores que son sus
soluciones o raices.

Por ejemplo, cuando se pide resolver la ecuacion 7(3x-5)+2(2x-1)+3x?=6-5x se pide que
se hallen, si existen, el o los valores de x que satisfacen esta igualdad, que obviamente
NO se verifica para todo x

Operaciones con polinomios

13) Dados los polinomios:

r(x)=-1+x
s(x)=-3
t(x) = —% x°

V(X) = +4/3 +/2x°
Xx—-1 2-x-x°

u(x)= > + 3

Hallar

a) r(x)-2p(x)  b)q(x).v(x)  c)q(x)-v(x)

d)p(0)= p(v2)= ,[s(0) = t(-1)= q(-1)+p(-2)=

14) Sean a(x) =——x® b(x)=4x c(x)=2x>—x2+1. Hallar las raices o ceros del polinomio:

p(x)=a(x).b(x)+c(x)

15) Dados p(x)=-x+1 g(x)=2x. Hallar p(x)+q(x)
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Division de polinomios

Dados p(x) y q(x) dos polinomios, q(x) =0 y gr[p(x)]> grlg(x)] = existen y son Gnicos c(x)

y r(x) tales que: p(x) = q(x).c(x)+r(x), siendo

p(x) el dividendo, q(x) el divisor, c(x) el cociente y r(x) el resto, verificandose que gr r(x)<gr

q(x) 6 r(x)=0.

Ejemplo: Sean p(x)=x*-2x3-2x3-3 y q(x)=x*-2x+1
Para efectuar la division los polinomios deben ordenarse segun potencias decrecientes de

x y el dividendo debe completarse.

x*—2x® —2x2 +0x -3 | x> —2x+1
x*42x3-x X2 —13

—3x>+0x-3
3x2-6x+3

—6Xx
Ejercicios

16) Dividir a(x) y b(x)

a) a(x)=3x"-2x"-2x"-2x+5
b(x)=x"—x+2

b) a(x)=6x"—-x"+1
b(x)=3x"—x

_ 4, 22 4
a(x)=x"+c X"+ o ag constante

b(x)=x>+cx+c?

d) a(x)=x’-¢’

b(x)=x+2c

e) a(x)=x*-¢*

b(x)=x>+¢?

f) ax)= —%xs

b(x)=x"—x

a(x)=—x"+2x* —x+1
b(x)=—x+1

a(x) =cx+2¢” —1-2cx’ —(2+c*)x*
b(x)=2x+c
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Regla de Ruffini

Se utiliza para hallar los coeficientes del cociente y el resto de
un polinomio por otro que guarda la forma: x+a 0 x-a

Ejemplos:

I] Hallar el cociente y el resto de la division

(—6x* +2x% —x® —x+2) : (x +1)

La disposicion practica es la siguiente:

la divisién de

-6 2 -1 1 2
coeficientes del dividendo
opuesto del termino ind. del div. -1 6 -8 9 -8
-6 8 -9 8| -6
coeficientes del cociente resto
c(X)=-6x>+8x%-9x+8  r(x)=-6
1] (7x*+1-2x3): (x-3)
7 0 -2 0 1
3 21 63 183 549
| 7 21 61 183| 550

c(x)=7x>+21x°+61x+183  r(x)=550

Notas:

a) En todos los casos de division entre un polinomio p(x) y un binomio de la forma x+a o x-a

el resto es una constante. Justificar.
b) Cuando el resto es cero se dice que el dividendo es divisible por el divisor

Ejemplos:

1] (x>-9): (x-3)
ch)=x+3 r(x)=
X

0
-9=(x-3)(x+3) hemos factorizado el dividendo

[I] Polinomios ya factorizados:

y=x?(x-1) es una funcién polinémica de grado 3. Sus ceros son x;=0 (doble) y xo=1 (simple)
y=2x(x-1)?(x+2)* es una funcién polinémica de grado 6. Sus ceros son x;=0 (simple)

xo=1 (doble) y x3=-2 (triple)

y=x(x+1)(x*+1) es una funcién polinémica de grado 4. Tiene solo 2 ceros reales x=0 y x=-1

Teorema del resto
El resto de la divisién p(x) :

Lo demostraremos:

p(x) |x+a
r q(X)

p(-a)=(-a+a)q(a)+r=r

p(X)=(x+a).q(x)+r

(x+a) con a real es r=p(-a)
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Ejemplo: Siendo p(x)=x’+kx?-kx-9 determinar k para que —3 sea raiz de p(x)
p(-3)=0=(-3)%+k(-3)%-k(-3)-9 k=3

O sea p(x)=x’+3x2-3x-9 es divisible por (x+3)

Podria factorizarlo:

1 3 3 9
-3 3 0 9
[ 1 0 -3 0

P(x)=(x+3)(x*-3)

Ejercicios

17) Obtener mediante la regla de Ruffini el cociente y el resto de la division entre a(x) y b(x):
a) a(x)=x>+2x>-2x*+1 b(x)=x-2

b) a(x) :—%x3+x—1 b(x)=x+2

c) ax)=x"+m’ b(x)=x+2

d) a(x)=16x*+1 b(x)=x+1

e) a(x)=-x+2-x*+x° b(x):x—%
f) ax)=mx*-m’ bx)=x-m

g9) a(x)=(x-3-2(x+1) b(x)=2x—(x-1)

h) a(x)=(x*—m)(x>+m) b(x)=(x+m)(x—m)—x(x—1)

18) Calcular directamente los restos de las divisiones del ejercicio anterior.

19) Calcular m para que a(x) sea divisible por b(x)
a(x) = x* —mx® +1

a)
b(x)=x+1

b) a(x) = —x>+mx®-mx+2
b(x) =x+1

20) Investigar si p(x) es divisible por q(x) en los siguientes casos. Extraer conclusiones:
a) p(x)=x""+a"" q(x)=x+a
b g(x)=x—a

)
)
) p(x)=x"-a" q(x)=x+a
)
)

p(x) — x2n+1 _ a2n+l

Qo O

P =x"—a” g(x)=x-a

e) p(x)=8x"+1 gq(x)=2x+1

f) p(x)y=x"+a”" qg(x)=x-a
21) Calcular k para que a(x)=(-x+1)? sea divisible por b(x)=x-k
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22)Sea a(x)=2x*-x>+mx-m Calcular “m” sabiendo que la diferencia de los restos de su divisién
por (x+m) y (x-m) es iguala —1.

23) Determinar m y t para que
a(x)=x*+mx?+t sea divisible por b(x)=x?+x+1

24) Calcular el valor de a, si r es el resto de p(x):q(x)
a) p(x)=4x>-x*+ax-2 , q(x)=x-2, r=26
b) p(x)=5x*+ax?+ax*+3x%, q(x)=x-3, r=0

25) En una divisién de polinomios:
divisor: 2x?+x+5

cociente: x?+x

resto: x+6

hallar el polinomio dividiendo

26) Determinar k para que el resto de la division entre 3kx*+(k+1)x*+2x® y x+1 sea —1

Factorizaciéon de un polinomio

Cuando b es un cero o raiz de un polinomio p(x) =a,x"+a, X" +...+ax+a,,

(x-b) es divisor de p(x), luego p(x) podria factorizarse como:

p(x)=(x-b)q(x), siendo q(x) el cociente de la divisién

Es posible que q(x) tenga mas raices con lo que puede iterarse el proceso factorizando q(x).
Es decir, p(x) puede descomponerse en mas factores si conocemos todas sus raices reales.

p(x)=a,(x—=by)(x—b))....(x=b,)

Ejemplo: |a factorizaciéon de una funcién polinémica de grado 3 cuyos ceros son x1=0 xo=1y
X3=-2, €s:
y=ax(x-1)(x+2)

El valor de “a” no estéd determinado, por lo tanto existen infinitas funciones que cumplen con
la condicion. Podemos obtener una de ellas dandole un valor cualquiera a “a”.
Si se pidiese que la funcién sea tal que ademas cumpla que f(2)=4

f(2)=a.2(2-1)(2+2)=4= a :% , €s decir, “a” queda determinado

y:%x(x—1)(x+2)

Nota aclaratoria:

Un polinomio de grado no nulo es primo cuando no puede ser expresado como producto de
polinomios de grado positivo menor. Son primos Unicamente los polinomios de grado 1y los
de grado 2 sin raices reales. Cuando un polinomio no es primo es compuesto.
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Ejercicios
27) Encontrar un polinomio
a) de grado 3 que tenga raices 2,-1y%

b) de grado 4 que tenga como Unicas raices a: -1y 2

c) de grado 4 que tenga al menos 2 raices simples reales: -1y 2
28) Escribir un polinbmio de grado 8 tal que —1 es una raiz de multiplicidad 3 y cero sea una
raiz de multiplicidad 5.

29) Mostrar que 1 es una raiz de multiplicidad 3 de p(x)=x*+x3-9x*+11x-4. Encontrar la otra
raiz.

30) Definir un polinomio p(x) de grado 5 tal que sus Unicas raices reales sean x= 1 de
multiplicidad 2 y x= -2 de multiplicidad 1 y ademas p (-1) = 3

Teorema de Gauss

Sea m(x)=a,x"+a, x"" +..+ax+a, un polinomio en el cual sus coeficientes son nimeros
enteros. Si existen raices racionales de m(x), entonces dichas raices son de la forma
P onde p divide a a,
K q divide a a,
conpygqprimosentresiy a, #0

Si bien las raices de un polinomio de las caracteristicas enunciadas pueden no ser
racionales, el teorema de Gauss permite buscar facilmente sélo las que lo son, logrando una
factorizacion del polinomio m(x).

Ejemplos:

] Factorizar p(x)=x*+2x3-7x"-8x+12
an=1 a0=12.
divisores de a, = {+1,#2,#3,+4,46,+12}

divisores de a, = {+1}

P e [+1,42,43,+4.+6,+12}
q

Por ser a,=1 vemos que los divisores de 12 son las posibles raices de m(x)
m(1)=0=1 es raiz

1 2 -7 -8 12

1 1 3 4 12
T 3 4 2 0

m(x)=(x-1)(x*+3x?-4x-12)

Buscamos las raices de x°+3x%-4x-12
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Probemos con 1:1+3-4-12%0, 1 no es raiz
Probemos con —1:(=1)° +3(=1)* —=4(-1)-12 % 0, -1 no es raiz
Probemos con2: 2°+3.22-4.2-12=0 esraiz, 2 es raiz

1 3 4 12

2 2 10 12

[ 1 5 60

m(x)=(x-1)(x-2) (x*+5x+6)
factorizamos el trinomio de segundo grado: x*+5x+6 = (X +2)(x +3)
m(x)=(x-1)(x-2)(x+2)(x+3)

1] m(x)=3x>+8x?-2x-4 a,=3 ao=-4

Buscamos los divisores de 4 y de 3.

. . , 2 1 4
Cualquier raiz debe estar entre los numeros: J_rg, +2, ig, +1, +4, J_r5
De estas 12 posibles so6lo 3 pueden ser raices de la ecuacion 3x*+8x*-2x-4=0
2
m(——)=0
( 3)
3 8 -2 4
0,67 -2 -4 4
| 3 6 -6 0

m(x)=(x+ %)(3)62 +6x—06)

Factorizamos el trinomio de segundo grado

3x2 +6x—6 = 3(x - -1+ 3 )x - (-1-+3))

y vemos que sus raices no son racionales, no hubieran surgido de Gauss: se puede probar
que ninguno de los otros 11 valores es raiz del polinomio.

m(x):3(x+§J(x+l—\/§Xx+l+\/§)

Ejercicios

31) Factorizar

a) x®2-2x+3+(x+1)?

b) x*-5x*+4

c) —4x*+12x*-9

d) x*-64

e) x®—2x" —x"+4x —x* —2x+1
f) 8x*-x

g) x*-2x®-8x*+18x-9

h) x°-2x*+3x-6
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32) Determinar las raices reales de

a) t(x)=3x*-x*-12x+4
b) r(x):1x5—1x4—8x+8
2 2

33) Determinar las raices de los polinomios, establecer la multiplicidad de cada raiz y graficar
aproximadamente.

a) p(x)=x"+4x’-5x°
b) t(x)=x*(x*-4)*
)
)

(¢

q(x) = (x* +2x - 3)(x? +5x+6)

d) r(x)= ( 4x+2)(x 12)

42



Unidad 4: Funciones racionales no enteras o fraccionarias vy
funciones irracionales

Expresiones y funciones racionales

pr(x)

) con p(x) y q(x) polinomios, se denomina expresion algebraica racional.
q\x

La expresién ——=

Una funcién racional es una funcién que asigna a través de una expresion racional.

f:4—-> R/ f(x)=—= siendo p(x) y q(x) dos polinomios tales que q(x) es de grado mayor o

igualque 1y A={x/xeR » g(x)#0 }

p(x)
q(x

Ejemplo de funcion racional:

—2x*+7

fiR- {—22}—>9%/f(x)— "

1] Hallar el dominio mas amplio en R, ceros y representar:
a) f(X):M
x—1
x—-3
-x*+9
x? -4
3x® —x*-12x+ 4

b) f(x)=

c) f(x)=

Casos particulares de funciones racionales:

a) Cuando el numerador y el denominador tienen raices comunes, pueden factorizarse y
simplificarse, obteniendo una expresion mas sencilla. Sin embargo, el dominio mayorante
de la funcién sigue siendo el conjunto de los nUmeros Reales de los cuales se excluyen
los puntos que anulan el denominador de la funcién dada.

2
Por ejemplo: f: % — {3} = R/f(x) = > 9 _ (x=8)x+3)
Xx—3 X—-3

Esta fraccién puede simplificarse pues x #3 f(x)=x+3. Tiene por grafica a una recta de

ecuacion y=x+3 excluido el punto (3,6).

d ax+b

¢ cx+d

La consideramos funcion homografica siempre que no pueda reducirse a una funcién

constante. ¢ En qué caso se produciria esta situacion?
Notemos que R no es el conjunto imagen. Hallar el conjunto imagen.

#0

b) Funcion homografica: f:‘ﬁ—{ }—>9{/ f(x) =

La gréafica de la funcion homografica es una curva llamada hipérbola equilatera.
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Estudio de la funcion homografica

Sea la funcién homografica que surge de la definicion
con a=0, b=1, c=1y d=0

1
y==-
X
X y
_L |4
4
-+ |2 Conforme los valores de x estan mas
] 1 proximos a cero el valor absoluto de la
-2 -1 funcién es cada vez mayor (se dice que
1 1 el valor absoluto de f(x) tiende a infinito
2 1 cuando x se acerca a cero), en simblos
2
;— 2 |f(x)| x—0 *

Entonces diremos que el eje y, de ecuacién x=0, es asintota vertical de la curva.
En general, diremos que la recta de ecuacion x=a es una asintota vertical de la curva

graficade f,cuando |/ (x)|———>
Volviendo al grafico, vemos que a medida que x crece en valor absoluto los valores que toma
la funcion se acercan cada vez mas a cero. f(x)MT>

Diremos que el eje x, de ecuacion y=0, es asintota horizontal al grafico de f(x).
En general, diremos que la recta de ecuacion y=b es una asintota horizontal de la
curva grafica de f, cuando f(x)‘xTw

Las asintotas (en este caso los ejes coordenados) son perpendiculares, por eso se llama
hipérbola equilatera (s6lo este tipo de hipérbola sera objeto de estudio em este curso) y se
cortan en un punto que es el centro de simetria de la curva. La hipérbola tiene 2 ramas que
en este caso estan situadas en el 1* y 3% cuadrante (recordemos que los cuadrantes se
numeran en sentido contrario a las agujas del reloj a partir del semieje positivo de las x)

. 1 ]
Si representamos f(x)=—— las ramas estarian en el 2%° y 4° cuadrante.
X

Conociendo la grafica de f(x)=% puede obtenerse mediante los correspondientes

desplazamientos la gréafica de :

f(x)= k +y, (forma candnica)
X

La grafica de esta funcion es una hipérbola que se obtiene de la gréfica de f(x)=§

desplazandola xo unidades en el sentido positivo de x (si xo>0) y yo unidades en el sentido
positivo de y (si yo>0)

Si la funcion esta dada en la forma f(x)= ax+b

puede llevarse a la forma canénica
cx +
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f(x)= k +y, de dos maneras:
X=X,

Veamos un ejemplo:

x+1
X)=
S0 3x+2
e Completando los términos para simplificar y obtener la forma
candnica
Taxe3) Lavr2en) Loxs2)el Lirsz) 1
_3 _3 _3 3_3 3
f(x)= = = = -
3x+2 3x+2 3x+2 3x+2 3x+2
1
f (x)=§+3 3 ,sacando factor comun3 y operando
1
con el numerador1/3:3=1/9,tenemos f'(x) =l+ 9 5
3 x+§

O bien, dividiendo los polinomios se obtiene cociente 3 y resto 3

Por ser una division entera x+1= %(3x+ 2) +§

Dividiendo miembro a miembro por 3x+2

1 1
fe= ot 3oy
3x+2 3 3x+2 3 2
x+=
3
Las ecuaciones de las asintotas son
2 1 2 1
x=-2 h:y=— D, =R-{-21 I =R-{=
av . x 3 a y 3 ' { 3} / {3}
Ejercicios
2] Dadas las funciones:
4x—1 x—2
a x) = c x)=
) 0= ) f0=5
x—2
b) f(x)=
Sx-10 d) f(x):M
5x+50

45



e) f(X)=§+8+2x 0 f=r!

x—1

x* =1

9) f(x)=

x—1

Se pide: a) Graficarlas b) Dominio e imagen c) Ceros d) En los casos de funciones
homograficas: pasaje a la forma candnica y ecuaciones de las asintotas

3] Dadas las siguientes funciones, se pide forma canénica, ecuaciones de las asintotas,
graficos correspondientes, ceros, intervalos donde la funcién es positiva y creciente.

a) f(x)=

4x—1 -2x-3
b -
2x+3 ) S0=—

4] Sea f: % {3} > R/f(x) :st
¢ Para qué valores de xe % —{3}:
a) f(x)>2?

b) f(x)>-1?

c) —1<f(x)<2 ?

Resolver analitica y graficamente.

2x

x—1

Hallar A y B mayorantes para que la funcién sea biyectiva. Obtener la inversa. Graficar
ambas.

5] Sea f: A - B/f(x)=

6] Representar, determinar el conjunto imagen y clasificar en . En el caso de no ser
biyectiva, buscar una restriccién que lo sea y hallar la inversa.

1 .

— >
f(x)= 1% si x2>1

X

si x<1
7] Graficar:
a) f(x)=xi2 d) f(x):‘x_—_22+3
b) f(x)=xi2+3 e) f(x):|x|;_2
c) f(x)= x__22+3

8] Hacia un tanque de agua que contiene agua pura fluye agua salada de modo tal que la

concentracién de sal en un tiempo t esta dada por la funcion c(t) = ;(t >0)

10t+100
Graficar ¢ y discutir el comportamiento de la funcion cuando t — « . Interpretar
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9] La regla de Young es una férmula que se usa para modificar la dosis de medicamentos
para adultos ( representada por “a” y medida en mg) a fin de que sirvan para nifos:

at
f(t) = t>0aenm
O=1r2 g

Hasta qué edad un nifio debe consumir menos de la mitad de la dosis maxima. Suponiendo
a=2 mg. ¢, Cudl es el grafico que permite visualizar la variacién de la dosis con el tiempo?

2x(x+1)
x? -1
Hallar A y B maximos para que la funcién sea biyectiva. Obtener la inversa. Graficar ambas.

10]Sea f:4— B/ f(x)=

Operatoria con expresiones racionales

11] Reducir a su minima expresion haciendo las restricciones necesarias:

1 X—2 x—1 x=2 x=-3)x—x+3(x-1)

a) t——— d) - . >

x+1 x°+1 Xx°—x+1 x—=1 x+3 25x" =81

x3 1

o 2 2 _
b) 8 :(x—+£+l) e)x 21x 7:(4x+1+2x+1j

ﬁ—l 4 2 7—x T+x T—-x

4

(_ 1 +1+xj 2(1-x) +(x—1)3
2 x2 —2X +1 1-x> 1-x){ x> +4x+4 (x+2)
c) | x+ T f)
X—=1TA x° —=x° +2x X
4—x*
1
2
X — 2
12] Efectuar: x X X+
1 1 X+1
)
X

13] Hallar A y B para que:

A B 3x -1

=+ =
Xx—-1 x+2 x%2+x-2
2A B 2x+13
2x—1 x+3 2x®>+5x-3

a)

b)

14](Optativo) Descomponer en fracciones simples:
4

X X
Y x% -1 ? x% -1
2x% —x -1 x® -1

by ——— d
) X2 —3x+2 ) x2 +x
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Ecuaciones y sistemas de ecuaciones con expresiones racionales

15] Resolver las siguientes ecuaciones teniendo en cuenta en cada caso el dominio de
definicion

X

b) —~
)x—6

1_x_ x+6
2 6 6-X
X 1 3

c = +
) x2-9 x+3 x-3

x—6+x—3_ 13x-48
X+4 Xx+2 x2+6x+8

d)

16] Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones analitica y graficamente:

_2x+4
a) 1Y 7% o) 1y 1,1 ©) 17 T x+1
y=x-3 2 2 y=-1

Funciones cuyas formulas contienen expresiones irracionales

a) f:R, >R/f(x)= Jx, l, =R, ceros: x=0. Es estrictamente creciente
4

o

-y

Ejercicios

17] Teniendo en cuenta la grafica de f:4— R(AcCR)/ f(x)=\/§ y mediante simetrias y/o
desplazamientos.

Graficar:
a) f(x)=—x
b) f(x)=+vx-1

c) f(x)=+x+1

En todos los casos obtener: dominio méximo, ceros, conjunto imagen. Analizar si son
biyectivas y obtener las funciones inversas (si es necesario restringir).

48



18] Dada f:4— R(Ac R)/ f(x)=+1-x> se pide: a) Dominio maximo, b) Conjunto imagen,
c) Ceros, d) Grafica, e) Clasifique, f) Buscar una restriccion biyectiva, hallar la inversa y
graficar en el mismo sistema que f.

19] Sea f:A — R/f(x)=/|x|+1 se pide:

a) Dominio méximo, b) conjunto imagen, c) ceros, d) grafico, e) clasificacion, f) intervalo en
que la funcién es positiva y creciente simultaneamente, g) si no es biyectiva buscar una
restriccion que lo sea, hallar la inversa y graficar en el mismo sistema que f.

20] Sea f:R — R/f(x)=Yx—1. Clasificar. Hallar la inversa (si es necesario restringir).
Graficar ambas.

X—-2 si x=2

1 ,
—(x-2f si x<2
2

Se pide: representar, conjunto imagen, ceros, clasificar, inversa (si es necesario buscar una

restriccion).

21] f(x) = fiR—R

22] Resolver las siguientes ecuaciones irracionales, teniendo en cuenta las restricciones:

a) Vi-x=x*-5

b) x+2=13-4/x-5
c) Vx*-5+7=x%
d) x®+x*+9=21

e) VX+1+42x+3 —+/8x+1=0
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Unidad 5: Algebra de funciones

IGUALDAD
Dos funciones f:Df - By Dg — C son iguales cuando:
Df =Dg; B=C y para todo x: f(x) = g(x)

Por ejemplo:
2

Las funciones f:R-{2}— R/ f(x)=2—

y 9: R—R/ g (x) = x+2

no son iguales ya que D;# Dg , sin embargo, notemos que para todo x#2, f(x) = g(x). Es
decir, sus graficas seran iguales salvo en el punto de abscisa 2 en el cual f no esta definida y
tiene un "agujero" y sin embargo g(2) = 4

x* -4
e . - j 2
Si definimos una funcion h: R—»R/ h(x) =4 x -2 s ,resultah =g
4 six =2

SUMA, PRODUCTO Y COCIENTE

Se pueden definir operaciones entre funciones que llamaremos suma, producto y cociente
de la siguiente manera:

f+g(x) = f(x)+g(x) para todo x , siendo Df+g = Df N Dg

f.g(x) = f(x).g(x) para todo x , siendo Df.g = Df N Dg

i(x) iG] para todo x, siendo D, =D, N D, —{xe R/ g(x) = 0}
g g(x) s
Ejemplo :

Sean f(x):L1 Di=R-{1} yg(x)= Vx Dg= R/ entonces,

(f + 9@ =ﬁ +fx D, =R -{}

(FOW=—x D, =R -1
7

1 .
g(x)—m Di =R {1

COMPOSICION DE FUNCIONES
Analicemos la siguiente situacién: el area de un circulo depende del radio. Si a su vez el
radio aumenta al transcurrir el tiempo segun la funcion r(t) = 3t, resulta:

A(r) = z.r> con r(t)=3t
El &rea del circulo, depende entonces del tiempo a través de la funcién A(r(t))= 7.(3t)

Definiciéon: Dadas dos funciones f:Df—If y g:Dg — Ig y tales que If < Dg, llamamos
funcién compuesta g sobre f, a gof:Df — Ig / para todo x , gof(x) = g[f(x)]
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Observaciones:

* La imagen de f debe estar incluida en el dominio de g para que todos los elementos de Df
tengan imagen a través de la funcion compuesta gof.

* La imagen de g es, en general, el codominio (conjunto de llegada) de la compuesta y no su
conjunto imagen, ya que puede haber elementos en el dominio de g que no sean imagen de
ningun elemento de Df (si la inclusién es estricta)

* Si la inclusion pedida en la definicidn no se verifica, pueden hacerse las restricciones
necesarias para la composicion.

Veamos un ejemplo para aclarar estos puntos:
Sean f(x) = 2x+1 y g(x)= Ll Di=R  Ii=R
X —
Dg=R-{1} Ig=R-{0}

Para realizar la composicion gof debemos verificar que la imagen de la primer funcion a
aplicar (f ) esté incluida en el dominio de la segunda funcién a aplicar (g) .
Esto no se verifica, entonces realizamos la siguiente restriccion:
Como necesitamos que 1 no pertenezca a If, para eliminarlo, restringimos Df.
Notemos que 2x+1=1 cuando x=0. Bastara entonces tomar como Df * =R-{0}, luego la
Imagen correspondiente sera If=R-{1} que coincide (y por lo tanto esta incluida) en Dg.
A pesar de que, hechas las restricciones las funciones no son las mismas, usaremos por
comodidad las mismas letras para nombrarlas.
Ahora; gof:R-{0} — R-{0} / gof(x) = g[f(x)] = g[2x+1]= 1

2x+1-1 2x
Para hallar fog, debemos analizar si el Ig esta incluida en el Df.
Como R-{0} c— R, podemos realizar la composicion:

fog:R-{1}— R/ fog(x) = f[g(x)]=f( : J:z. Lol
x—1 x—1 x—1
Notemos que como la inclusién es estricta, el conjunto R es el codominio (conjunto de
llegada) y no la imagen de la funcion compuesta fog

Como vemos, fog # gof. La composicién de funciones no es un operacién conmutativa.
Puede demostrarse que la composicién de funciones es asociativa.

Composicion de funciones inversas:

Sean las funciones biyectivas A - B y f:B — A

através de f a cada x de A le corresponde un y de B

a través de f' a cada y de B le corresponde un x de A

O seaf’ (f(x))= x que se denomina funcién identidad y esta definida de A en A

Anélogamente, si aplicamos primero f”, diremos:
através de f' a cada x de B le corresponde un y de A
através def acaday de A le corresponde un x de B

Entonces: f(f"(x)) = x que es la identidad, pero ahora definida de B en B.
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Las gréficas de funciones inversas son simétricas respecto de la recta y=x (grafica de la
funcién identidad).

Ejercicios

1] Dados los siguientes pares de funciones f'y g indicar para cada una dominio mayorante e imagen y
hallar f+g, f.g y f/g indicando el dominio mayorante de cada una.

a) f(x)= x* g(x)=2x-1

b) f(x) = x* g() = Vx

¢) f(x) = ! 5 g(x) = 3x+2
x—

2] Dadas f(x)= +/x y g(x)= X2 — 1, hallar:
a) f(g(1)) b)g(f(1)) c)g(f(2)) d)f(g(2)) e)fog  f)gof

3] Dados los pares de funciones del ejercicio 23, hallar, fog y gof haciendo restricciones a
los conjuntos si fuese necesario

4] Dada fog: R— R/ fog(x)= x* + 3x?+3x +2.
Hallar g, siendo f: R— R/ f(x)= 2x-1.

5] Un globo esférico elastico, que desinflado tiene un metro de radio, se infla aumentando su
radio 0.1 m cada segundo.

a) Escribir la funcién de medida del radio respecto del tiempo.

b) Sabiendo que la funcién de medida del volumen respecto del radio para la esfera es

4 L . .
V(r)= 57”3 , hallar la funciéon de medida del volumen respecto del tiempo. Calcular el

volumen para t=3

6] Dadas las siguientes funciones, indicar dominio e imagen, buscar su inversa
(restringiendo si es necesario para la biyectividad) y componer para obtener la identidad.
Indicar en todos los casos, dominios e imagenes.

a)f(x) =x%+2  b)f(x)= Yx-3 o) f(x) = =% +31

7] (Optativo) Indicar si es V o F, expresando un argumento que justifique la respuesta.
a)La composicién de funciones inyectivas, es inyectiva
b)La composicién de funciones sobreyectivas, es sobreyectiva
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Respuestas
Unidad 1

1) Son polinomios: a) d) e) g) h) i)

2)a) x*-2x? +% grado 4 e) v2ax? -3 grado 2
b) x—1 grado 1 f) v2x?+43 grado 2
1, 5 7
c)-3 rado 0 ——X"—=Xx+— grado?2
) g g) 3 6 6 g
d) —%xs grado 5

3) a) La recta forma un angulo de 45° con el semieje positivo de las x.

b) Las tangentes son 2 y 2/3 respectivamente. Coinciden con el coeficiente m o sea con

la pendiente de la recta.
c) — 3y -1/2 respectivamente.

1 2
4)a)y=-2X b)y=—x ¢)y=—x
) a) ) ) )y 3
6) a) si; b) m>0; m<0.

2 12 13
7)a)A= [—g ;+0) b)B = [—?,?
2 19
c) D= (—+ ) d)E= (EE]
__ 1.3
8) y= 7x+ -

10) a)y=x-10 b)y=1/3x-283 c¢c)y=-11x+2 d) y=-9x

11) f(x)—gx+% o f()——%x+$

12) No, las rectas paralelas al eje Y no representan funciones.

13) a) No estan alineados. b) (6;-2)

14) El punto de interseccion es respectivamente: a) {(-1;2)} b)J
-3_ 5
15) y=—x+—
)y 4 2
16) y=-3x—1

c)

= §x+m;x,yeR
4 3
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17) y = -3x -1

18) a) Falso; b) verdadero; c) Falso

19) 49 /4
20)a)k=-3/10 he®R b)k=5/6 hz1 c) k=56 h=1
21) a) —+2=1 by 2+ =1

4 3 2 -1

22) Diagonales : x =0 ;y=0

Lados : y=-3/2x +3; y=32x-3 ; y=32x+3 ;y=-32x-3

23) a)
Forma F. explicita F.segmentaria
implicita
r (-3/2x-y+3=0 |y=-3/2x+3 X/2+y/3=1
1
r [3y-2x-9=0 y=2/3x+3 X .Yy
Z ~9/2 3
r |y+3/2=0 y=-3/2
3
r x-3=0
4
r|2y+3x-19=0 |y=-3/2x+19/2 X y
3 19/3 19/2
—+ (3
24) k =t é
25)a)12m b)y=3/2x
26)a) L=3/35P +43/7 b) L =43/7 c) Porcada 10g 20/35

Porcada5g 10/35
Por cada 1g 2/35

27)a)8m’ b) V = S—ét
28) If =[17/2, +0) U{2};
29)A=(-,5); If=(-7,-4];

32) 13. Primer tren : f1(t) = 90.t
Segundo tren :f2(t) =60t + 40

30+14t si0<t<5
14. 7(r)=1100-4(¢ - 5) si5 <t < 25 (tiempo medido en min y temperatura en grados centigrados)

20 sit>25

54



Unidad 2

1) 1.1) x=3; eje de simetria x=3 interseccidn con el eje y (0;9)

1.2) x £+ \E ; eje de simetria x=0 interseccién con el eje y (0;-2)

O~NO O~ W

1.3)
1.4)
1.5)
1.6)
1.7)
1.8)

3)a)b)c)d)e)

X = -2 £4/3 ; eje de simetria x= -2 interseccién con el eje y (0;1)
x1=4 Xx»=0; eje de simetria x=2 interseccion con el eje y (0;0)

J; eje de simetria x=1 interseccién con el eje y (0;-2)

x1=1,5 x2=2,5; eje de simetria x=2 interseccidn con el eje y (0;12)
J; eje de simetria x=-2 interseccion con el eje y (0;5)

x1=1 Xx2=0 de simetria x=0.5 interseccién con el eje y (0;0)

Ecuacién canodnica | vértice | Eje de simetria | Imagen {x/f(x) =20}
1]ly=(x-3)? (3,0) x=3 [0, + ) R
2 | y=3x2-2 0,-2 =0 -2, +00
y=3x (0-2)  |x [-2, + )(mrgguﬂyﬁﬂ
3|ly=(x+2)2-3 (-2,-3) X=-2 [-3, +) (-oo,-2-\/§] U[—2+\/§,+°°)
4| y=3(x—2)2-12 (2,-12) | x=2 [-12, +) | (-0,0] U[4,+ )
5|y=-(x—-1)2-1 (1,-1) X=1 (-o0 ,-1] %)
6 |y=4(x—2)2-4 (2,4) X=2 [4, +) (-00,1] U[3,+)
7 1y =(x+2)2+1 (-2,1) X=-2 [1,+0e) R
8 |y=-(x—1/22+ 2. | (1/2;1/2) | x =1/2 (-,1/2] | (1/2, 2)
crece decrece
1 (37+ °°) ('°°!3)
2 (Os+ °°) (_°°!0)
3 (2!+ °°) (_°°!_2)
4 (25+ °°) (_°°!2)
5] (-0,1) |(1,+)
6 (25+ °°) (_°°!2)
7 (_2!+ °°) (_°°!_2)
8| (- ,1/2) | (1/2,4+ )
. 1 2 . 1 2
4)a) pl: y= Z(X—Z) +4 p2: y= —Z(X—Z) +4
b)pl: y=(x+1)2+4 p2: y=—x% -1
5)a)p2: y= 2(x-2° ar=>
b)y=-2x2+4x+6 V=(1,8) Ceros:xi=-1;x2=3 Imf=(-, 8]
Positiva y decreciente: (1,3 ) Negativa y creciente: (-, -1)
B)x=2,y=2
7)x=18,y=18
8) x =150
9Ya)t=3yt=18 b) si, cuando t=25
10) x =168;y = 1,68
11)a)e=f(t)=6-3t+1 v=g(t) =-3 +2t a=h(t)=
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c) Ent=1,5velocidad cero En [0; 1,5) retardado y en (1,5; 5] acelerado
d)2
e) e =t+2 tangente a la parabola.
La pendiente de la recta tangente en to es la velocidad en to.
f) pendiente cero => velocidad cero.
12)b)t=5
13) a) asciende (0, 600/49) desciende ( 600/49; 1200/49)
b) altura maxima : 734,7 m cuando t= 600/49 = 12,24 seg
c) 1200/40 = 24,49 seg
d) ti= 0,424 seg t.=24,065 seg

14)V,V,F,V V
15) X{+X2 = - E X1.X2 = S
a a
16) X2 +2x -35=0
17)a) 2(x-2)(x—8) b) -1/2(x-144/3 )(x=1-/3)
18)a) m=1/32 bym=1 ¢c)m=12
19)a)a=30a=-1 b)a=3+2y2 oa=3-242
20)a)k=3 b)k=
21)a)k=1/4 b) k=1
22) k=12
23)a)y=2(x-2)(x+1/2) b)y= (x-5)(x+9) ¢c)y=4(x-3/2)(x+3 /2)
dy=3(x+1)(x-1/3) e)y=-2(x-10)(x+9)
25) @) Xi=+/3 ; Xo= -3 ; Xg=1/2; Xa= -1/2 b) Xi=2; Xo= -2; Xg=1/2; Xa4= -1/2
C) Xy=3; Xo=-3; X3=1/2; X4= -1/2 d) Xq=1; Xo=-1; Xg=1/2; X4= -1/2
e) X1=\/§;Xg=-\/§;X3=2;X4= -2
26)a)A=(20) B=(1,2)
b)A=(6,-42) B=(-1,0)
27)y= 3x+5
28)m=00m=-4
29) Todo valor real de m#1
30)a) k= ++/3 b)-/3<k<+/3
)a)y 5x—-12 b)y=4x-9
32) k =
Unidad 3
1. a) b)

Ty fx)=x"3 y R)=(x-2)"3+1

D s o oo
Ll AN LN

2. agF b)F c)V d)V
3. En x=-2 la funcién tiene un cero de orden impar y en x=3 de orden par.
4. C° ={0(doble);3(simple)};C* = (3;400),C~ = (—o0;3)— {0}
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5. Sea f definida en R.

0| L43:45] | (43:453) | Cot/3)u 30 Si |[No | (-003]

C c’ c grafico par | impar | imagen
[l [(Ee] [ =) NEEEE
b| {-2} (~23400) | (o02) jﬁ: No [No [R
Cl1-32p | (1-V2ie0) | [om1-42) TE No | No IR
d | {o} (= 0:0) (05+00) j ~ | No | Si R
e | {o} (0;+00) (—o0;0) E No | Si R
f | {0} R-{0} ¢ jﬁ Si [No |[[0;+00)

i

6) b) Las funciones son respectivamente: No inyectiva, no sobreyectiva
Inyectiva, no sobreyectiva
No es funcién

c) Los conjuntos Ay B no son Unicos, una posibilidad es: A= R, B =[0; +x)

7) Son funciones i) ii) iv) v) . i) y iv) son sobreyectivas pero no inyectivas; ii) es biyectiva; v) no es ni
inyectiva ni sobreyectiva.

8) a)a.1) porejemplof(1)=3;f(2)=3;f(3)=7
a.2) imposible.
b) No, porque no puede definirse una funcion inyectiva.
c) Ambos conjuntos deben tener la misma cantidad de elementos.

9) Biyectiva. /' :[2,400) 5> R:/ £ (x) =/x -2
10) Biyectiva. /™ :R—> R/ f'(x)=3/x
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12.a) a=-1 b=-1 c¢=0
b) a=15/4b=2 ¢=3/4

13.a) —2x* +4x* +x-2
b) 2x* -3

c) -243
d) p0)=1/2  p(2)=1/2 |s(0)=3 1(-1)=3/4 q(—l)+p(—2)=«/§—\/§+177

14C° ={1;-1}
15. x* +1
16.a) C(x)=-2x" +L;R(x)=2x" —x+3
b) C(x)=2x>+2/3x-1/9;R(x)=1/9x +1
c) C(x)=x>—cx+c*;R(x)=0
d) C(x)=x-2cx+4c*;R(x)=-9¢
e) C(x)=x>-c*;R(x)=0
f) C(x)=—-1/3x> —1/3x> =1/3x+1/3;R(x) =—1/3x
g) C(x)=x>-x;R(x)=1
h) C(x)=—-cx’* —x+¢; R(x)=c* -1
17.a) C(x)=x" +2x’ +6x> +10x+20; R = 41
b) C(x)=-1/2x>+x-1;R=1
c) C(x)=x>—-2x+4R=m’> -8
d) C(x)=16x> —16x* +16x—16;R =17
e) C(x)=x"+1/2x> +1/4x*> —7/8x-23/16;R =41/32
f) C(x)=mx’ +m’x>* +m’x+m*;R=0
g) C(x)=x-9%R=16
h) C(x)=x’ +m*’x* +m*x+m®*;R=m* —m*
18-Aplicar el teorema del resto (ver las respuestas del ej 12)
19.a) m=2 b) m=-3/2
20.a) SI b)SI c)SI d)SlI e) SI f)NO
Conclusiones:
e Lasuma (resta) de potencias de igual grado, con grado par o impar, es divisible
por la suma (resta) de sus bases
e Laresta de potencias de igual grado par es divisible por la resta de sus bases

e La suma de potencias de igual grado par no es divisible por la resta de sus bases,
ni tampoco por la suma (PROBARLO)

21.k=1
22.m =~2/2 m,=—2/2
Para armar a(x) reemplazar m por cada uno de los valores, hay dos posibilidades.

23.m=1 t=1
24.a) a=0 b) a=-12
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25. 2x* +3x’ +6x% +6x+6
26.k=-1
27.a) a(x-2)(x+1)(x-1/2), a real distinto de cero
b) Hay varias posibilidades
a(x+1)3(x—2);ae R;a+#0
a(x+1)(x—2)3;ae R;a+#0
a(x+1)2(x—2)2;ae R;a#0
c¢) Hay infinitas posibilidades: a(x+1)(x-2)(x-h)(x-k) con h y k reales, a real no nulo
28. a(x+1)’x’;ae Rya#0
29. Aplicar Ruffini 3 veces consecutivas y obtener resto cero (las tres veces)
La otra raiz se halla igualando a cero el dltimo cociente: x=-4

30. —3/16(x—1)*(x+2)(x> +1) , hay infinitas posibilidades porque el Gltimo factor, si bien
tiene que ser un polinomio sin raices reales, puede elegirse en forma diversa.

31.a) 2(x> +2)

b) (x+2)(x—2)(x—1)(x+1)

¢) —4lx—v6/2f (x+6/2f

d) (x+2\/§Xx—2\/§)(x2 +8)

e) (x+1)°(x-1)"

f) 8x(x—1/2)x> +1/2x+1/4)

g) (x=3)(r+3)(x-1)°

h) (x4 +3)(x—2)

i) 2/30c+1/2)(x +1/4)x =2 Joc ++2)

32.a) 2;-2;1/3

b) 2;-2;1
33.a) Ceros: 0: raiz doble 1y -5 raices simples

La gréafica “rebota” en 0 y “atraviesa” el eje x en -5y 1

b) Ceros: 0: raiz triple 2y -2 raices dobles
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La gréafica “rebota”en -2y 2y
c) Ceros: -3: raiz doble

y

“atraviesa” el eje xen 0
1y -2 raices simples

£(x)=(x"2+2X-3)(X"2+5x+6)

L dol

La gréfica “rebota” en -3 y “atraviesa” el eje xen -2 y 1

d) Ceros: 1: raiz doble

2 y -2 raices simples y hay dos raices no reales.

f(x)=(2x"2-4x+2)(x"4-x"2-12)

-1201

-1401

La gréfica “rebota” en 1 y “atraviesa” el eje x en -2y 2

Unidad 4
1. a) R—{ 1}, no tiene ceros
b) R—{-3, 3}, no tiene ceros
c) R—{-2,1/3, 2}, no tiene ceros
2.
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Dominio Imagen | Ceros F. Candnica Asintotas
a) R —{-3/2} R-{2} 1/4 _r AV: x=-3/2
y = 23 + 2
X AH: y=2
b) R-{2} {1/5} No tiene
- - 1 i Y — -
C) R-{-2,2} R-{0, 4} | No tiene _ 1 Vr £ 2 x %2 AV: x=-2
x+2
AH: y=0
d) R-{10} R-{1/2} -8 -1 N 1 AV: x=-10
S x+10 2
AH: y=1/2
e) R-{0} R-{2} -13/2 e 13 49 AV:x=0
X
AH: y=2
f) R-{1} R-{2} -1
g) R-{1} R No tiene
3.
Ceros F. Candnica | Asintotas Int de Posit. Creciente
a) 1/4 7 AV: x=-3/2 ( 3} (1 j R-{-3/2}
> BRREEY e VR
y=—"3+2 | AH: y=2
X+ =
b) -3/2 _ 55 [|AVix=1 3 . R-{1}
y —1 5
AH: y=-2

4a) (3;7/2)
b) (—0,2) U (3;+c)
&) (-2 G ;+ooj

5. AR—{1) BiIR—(2h f() =2+ fiR-Q SR (/7 0= +1
X - x—

D, :R . .

6. No sobreyectiva, no inyectiva
1, :(=o0,1]

8.Al trascurrir el tiempo tendiendo a infinito la concentracién tiende a 0,10, aunque nunca
alcanza ese valor.

9. 12 anos

10. A:R-{-1,1} B:R-{1, 2}

R0 K- () =2
11a)0 x# —1 x #1; -3; 9/5; -9/5
5x+9
+
b) K£2 x#-2 e)-1/2 (74x) x#7,-7; 2LEV469
x+2 2
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c) — x=lI f) -3x+2+x° x#-2;-1;0;1;2
12Rta: 0 x#0 x#-1;1

13.a) A=2/3 B=7/3 b)A=2y B=1

14. a)—o'5 LR b) 2+ > c) x> -1+ L
x—1 x+1 x=2 x—1 x+1
d)x3—x2+x—l—l+i
x x+1
15.
a)S ={-3;18}
b)S =1{-2}
¢)S =1{2,6}

16.a) S= {0.3) 52} b) S={-LD (-53)} c) S= {-2-1}
17.
a) Dominio maximo reales positivos con el cero, cero : x= 0. Conjunto Imagen; reales

negativos con el cero, no es biyectiva £ : R, = R/ £ (x)= x>

b) Dominio maximo reales mayores o iguales que 1, cero: x= 1. Conjunto Imagen; reales
positivos con el cero no es biyectiva /™' : KR! — [L4oo)/ £ (x) = x* +1

c) Dominio maximo reales mayores o iguales que -1, cero: x=-1,0 Conjunto Imagen;
reales positivos con el cero no es biyectiva ™' : R — [~ L4eo)/ f 7 (x) = x> —1

18.
Dominio maximo :[-1:1]; Imagen[0;1], No es biyectiva restriccion para que lo sea Dom : [0;1], Im : [0;1]

£ [0;1] = [0:1/F (x) = V1—x°

19.Dominio méximo: R

Imagen [l ,+00), 0 tiene ceros. No es biyectiva restriccion para que lo sea Dom : R, elm: [1 ,+o0)
£ [14e0) > R /' (x) = x> =1

La f es creciente y positiva en todo su dominio
20.Es biyectiva. f':R—> R/ (x)=x"+1
21. Cero: x=2,

Imagen [0,+o<>). No es biyectiva restriccion para que lo sea Dom : [2,+<><>) Imagen [0,+oo).

£ R — [2,400) 7 (x) = 2% +2

22.
a) S =13}
b)S = {9}
0)S ={-3,3}
d)S =1{4,-4}
e)S ={3}
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Unidad 5

1) a) Domf =R;Im f =R, Domg = R;Img =R
o f+g(x):x2+2x—1;Dom:R;Im:[—2;+oo)
o f-g(x)=2x"—x*;Dom=R;Im=R

2
e L= pom=r-{Llim=r
¢ 2x-1 2

b) Domf =R;Im f =R,  Domg=R;;Img=R;
o f+g(x)=x*+x;Dom=R};Im=R;
o f-glx)=x*x;Dom=R};Im=R;

2
e L()="_.Dom=R":Im=R"

g Wx’
c) Domf =R—{2}Imf =R-{0}  Domg=R;Img=R
2_ —
o Fagle)=X "3 pom=R-{2kim=R

. f-g(x)=i2+3;Dom =R-{2}Iim=R-{3}
e

e Le— Ll pom=r-l2-2lIm=r-
g() (x—2)(3x+2)’D . {2’ 3}’1 R-{0)

2)a)0 b)0 c)-1 d)noexiste e) fog(x)=vx’—1 f) gof(x)=x—1
3) a) fog(x)=(2x-1);Dom=R;Im= R}
Para go f debemos restringir Domg = R,
go f(x)=2x*—1;Dom = R;Im = [~ 1;4<0)
b) Para fogdebemos restringir Domf = R;
fog(x)=x;Dom=R};Im=R;
go f(x)=|x; Dom = R;Im = R;

C) fog(x)zi;Dom =R—{0}Im=R-{0}

X

gof(x)=%+2;D0m:R—{2},ImzR—{2}
Y —
3 3
4) gR—R/g(X)= —+ x> +Zx+2
)9 glx)= —-+ox +0x

5) a) f:RJ—)Rg/f(t):H%t

w

. p+ + _i i 3 —
b) V:R; = R /V(t)= 37:(1+10t) V(3) 0"
6) a) Domf = R;Im f =[2;+00); 7' 1 [2:400) = [0s400)/ £ (x) =/x -2
fof™ t[25400) = [25+00) fo f 1[05400) = [05+00)
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b) Domf =R;Imf=R; /" :R— R/ f(x)=x*+3

fof":R—>R flof:R—R
c) Domf =R—-{3}Imf=R-{2}, 1 :R—{Z}—)R—{3}/f‘1(x)=i2+3
-
fof:R-{2}— R-{2} frof:R-{3}> R-{3}
7)a)VERDADERO

Para demostrar la inyectividad de g o f partiendo de go f(x,)=go f(x,) debemos
inferir que x, =x,
goflx)=goflx,)= g(f(x))=g(f(x,)) = f(x)= f(x,) por ser g inyectiva.
Como f es inyectiva se puede inferir la igualdad de las abscisas:
gof(xl): gc’f(xz):> g(f(xl)):g(f(xz)):> f(xl):f(xz)j X =X,
Por lo cual la composicion de funciones inyectivas, es inyectiva.

b) FALSO
Para que la composicion go f sea posible, se debe verificar que Im f < Domg .
Si la inclusion es estricta existe al menos un elemento del dominio de g, que no
pertenece a la imagen de f: x, € oDomg/x, ¢ Im 1, dicho de otro modo, x,nunca sera
alcanzado por f. Entonces y, = g(x,)¢ Im fog.

Por lo tanto, aunque las dos funciones sean sobreyectivas, la composicién no siempre
lo es.
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TRABAJO PRACTICO 0 (4to afio)

1. Resolver en R las siguientes ecuaciones:

a)(x+ 2)y =1 b) x’ =x c)4x* —5x*+1=0
)b - xf 8 — x)+12=0 ¢) 4x*+15 x* — 4=0 f) X2+ (J24-18) x = -6
g) (x-1)*-3(x-1)* =-2 hy (m? —1)(m” +3)=2m’

i) 40’ (1-a-a’)=-a*+a’ j) 3(x*=16)(x* - 2x” +x) =0

7(, 3 )7 14 3 3 2
k) E(I—Eyj(§+?yj:0 D) (2% =8)(x* +8)(6x" +7x+8)(1-x)=0

m) 9p° -7p” =6p° +2p”

2. Encontrar el conjunto solucion en R de estas ecuaciones:

a) x+5, x5 10 b) X+11=7.9+4X c) 4x—3:2x+§
x-5 x+5 3 X X2 X 3

d) x + %=5 €) (x—5\/;)2+10(x—5\/;)+24=0 f) tt2+11=t—11
X— —_ —_

3. Resolver en R las siguientes inecuaciones:

a)(x+%](—3x+9)zo b) (2x+1).(3x-2)<0 ¢)3x?+15x 20
d)(x+10)? >-4 e)x' < -5 f) x —2|.(x 2 =5)>0

g) x> -x<0 h) x*-%<4-%x° i) (2x-3)* > 4 (x+1) (x+2)
) x> +2x +1< 4 k) x*>x

4. Encontrar el conjunto soluciéon en R de estas inecuaciones:

2 3
a) X9 g by 2<-3 ¢) - 253 d) =X g
344x2 5 x 5 x 5 |x+3|
|x—2| x2 -5 x% -5 2x-4
e) X221 XS o XS o9 h >0
) T, D 212 ® 212 )9
1.6 3
2 _3< 1,0 k) — <
i) < D 2= ) 2
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3x+2
X+1

<1

D

5. Dadas las siguientes funciones definidas de su dominio D en R:

i) f(x)=x>—2x+1 i) f(x)=x"+5x-2  iii) f(x)=|x=3] iv) () =[x~

v f=— Vi) £ =
a) Hallar dominio e imagen
b) Clasificarlas de D en R y hallar conjuntos mayorantes en los que sean
biyectivas
c) En dichos conjuntos, hallar la funcién inversa

Conjunto mayorante: Maximo en sentido de inclusion
1 ., .,
6. Dada la recta r: y = _EX + 1, obtener la ecuacion de la recta s que cumple con la condicion

establecida en cada item:
a) s // r y contiene al origen de coordenadas; b) s Lr y tiene ordenada al origen -3;

c) s Lr einterseca al eje de abscisas en -3; d) s/ r y contiene al punto (2/3; 9).

7. (Para qué valor de m, las rectas r: (Sm-1)x -y+ 2=0 y s:3x—-6y+ 9=0 son

perpendiculares?

8. Un auto circula por la ruta 2 y la distancia (en km) que lo separa de Buenos Aires en funcion del
tiempo (en hs) estd dada por una funcion lineal. Se sabe que a las dos horas de haber partido de la
ciudad de origen se encontraba en el km 150 y que media hora mas tarde se encontraba a 100 km de
Bs. As.

a) Encontrar la formula de la funcion lineal de la que habla el enunciado.

b) (Qué parametro de la formula hallada en el item a) indica que el auto se acerca a Buenos Aires?
Por qué?

c) (A qué distancia de Bs. As. se encontraba el automovil en el momento de partir? ;A qué velocidad
circula?

d) ¢(En qué momento pasé por el km 225 de la ruta?
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e) Graficar e indicar un dominio que dé cuenta de la situacion.

9.Escribir la féormula de una funcion cuadratica definida de R en R que verifique lo pedido en cada
caso:

a) su vértice es el punto (-6; 0) y tiene concavidad positiva.

O

su vértice es el punto (—1; -3) y contiene al punto (1; —2).

o O

)

)

) susraices son 0y -2 y tiene concavidad negativa.
) susraices son 3 y -1 y contiene al punto (0; 1).

)

e

f) escreciente en (—oo; -3), f(-3)=6 y f(0)=0.

tiene un maximo en x =-3, f(-3)=6 y f(0)=0.

10. Se estan haciendo pruebas desde un submarino lanzando misiles desde cierta profundidad y
registrando su altura, medida en metros respecto del nivel del mar, en funcion del tiempo, medido en
segundos.

Un misil fue lanzado desde una profundidad de 160 m, atraveso la superficie a los
2 seg. de haber sido lanzado y explotdo contra el blanco que flotaba en el mar 6
seg. después.

a) (Cual es la variable independiente del problema? ;Y la dependiente?

b) Definir la funcién que permite calcular su altura en funcidn del tiempo sabiendo que se trata de una
funcién cuadratica. (Nota: Dar un dominio que sea coherente con la situacion planteada.)

c) ¢Cual fue la maxima altura que alcanzo el proyectil? ;En qué momento sucedi¢?

d) (A qué altura se encontraba 1 seg. después de haber sido lanzado? ;Y a los 3 seg.?

e) ¢En qué intervalo de tiempo estuvo por encima del nivel del mar? ;Y por debajo?

11. Resolver analitica y graficamente los siguientes sistemas de ecuaciones:

_ .2 v 2 - —
2) {y_x b {y_x x—6 o) {y 3X()C+2)

y=x+2 y+10=3x y=4(x-1)(x-3)

12. Factorizar cada uno de estos polinomios:

a) P(x)=x>-x b) S(x) = %x3-8 ¢) Q(x) = x2 -5
d) T(x) = (2x+1)%-9 e) R(x) = 4x*-123 +9.x f) U(x) = 25x*-16
g) P(x) = 8x°+6x’ —5x—3 h) Q(x)= 4x3 —6x? —6x+4

i)S(t)=-%t4-t3+t2+2t DTE) =X +5x+3x-9
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K MEx)=x>-x*-8x+ 12 ) N(x) = x*+ x* + 7x* +9x-18

13. Indicar para que valores estan definidas las siguientes expresiones y simplificarlas.

x* -16 x6 —1 283 422 4242
4 .2 b 5 c) 2
XT—=2x° -8 X5 —1 te+t
x4 -2x3 -x2 +2X -x3 + 3x2 -4 3x2 -3x
d) 3 .2 ) 53 D=5
X" -2x x© +x° -6x 2x° - 2X
Respuestas

1. a) {1} b) {0;1;-1} c¢) {1;-1;%;-1/2} d) {3;2;-2;-1}
e) {1/2; -1/2} f) {-3v2:-2}

g) (2: 0: VZ+t—2+1} h) {43-43) n{m“iﬁfjfﬂ D201y k)

{10/3; -3/2} 1) {2;-2; 1} m) {0;/3;-+3]
2. a) {-10; 10} b) {3; -1/2} c) {6;-1/6} d) {4} e) {16; 1;9; 4} f) R-
{-1; 1}
3. a) [-1/5;3] b)(-1/2; 2/3) C) (—o0;=5]U[0;+ o) d R e) O
£) (~ooi—V5 |U[VEi+eo)U2) @) (03 1) h) [-3/2:3/2] i) (-eoit/24) ) [-3: 1]
k) (=10)u (1 +e0)
4. a) O b) (-10/3; 0) ¢) (-10/3; 0) d) (3; +) e) (—5;+5) f)
[—\/5; 0)u[\/§;4)
9) [VBVE]  h)(-3;21uBs+ ) D) (3 0) UL+ ) ) (-5 0) k) (-
7/2;-2) 1) (-1; -1/2)
6. a)y=-0,5x b)y=2x-3 ¢)y=2x+6 d)y=-0,5x+28/3
7. -1/5
8. a) y=-100 km/h x + 350 km ¢) 350 km; 100 km/h
d) A las 1,25 h (1 h 15 min.) de haber partido.
9. a) Una respuesta posible esy=(x+6)2 by=14x+ 1)>-3  ¢)Una respuesta posible es y = -x
(x+2).d)y=-13(x-3)(x+1) e yfHy=-2/3(x+3)1>+6
10. b) f(t)=-10(t—2) (t—8); Dom(f)=[0; 8] c) 90m alos 5seg. d) A 70m bajo el mar.
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e)(2,8) y [0;2)

11. a) {(2;4); (-1; 1)} b) {(2; - 4)} c)

12. a)x (x-1)(x+1) b)127(x-6)(x*+6x+36) c¢)(x-+/5)(x+5)
d4x-1)x+2) e)dx (x-32) )25 (x-25/5) (x+25/5) (x* + 4/5)
2) 8 (x+1/2) (x + 1) (x - 3/4) h) 4 (x+1) (x-1/2) (x - 2)

D-12 t t+2)(t-~2)t+v2) HE-1)E+3)? k(& -2 x+3)

D) (x-1) (x +2) (x*+9)

X~ +4

13. a) {xeR /x#2 Ax#-2};

2(t2+1)

O {teR /t#0At#-1}; d){xeR /x£0Axz2}; &

X

—(x+1)(x-2)

e){XeR /x#0AX#2AXx#-3};
x(x+3)

ib){xeR /x#1 A x#-1}; (xX*+x+1) (x*-x+1)
—1)(x+1)

f){xeR/x;toAx;tl};zi
X
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Problemas interesantes (Segundo nivel Olimpiadas)

1. ¢Cuéantas formas hay de embaldosar un pasillo de 2x7 con baldosas de
2x17?

2. Dos bicicletas se encuentran en una ruta recta a 40 kilbmetros de
distancia. A partir de un momento ambas empiezan a andar en sentidos
contrarios, acercandose. Cada bicicleta tiene a wuna velocidad
constante de 20km/h. En el mismo instante de partida, una mosca sale
de una de las bicicletas rumbo hacia la otra con una velocidad de
40km/h. Al encontrarse la mosca con la otra Dbicicleta,
instantaneamente se da vuelta y comienza a volar para el otro lado
hasta encontrarse con la primera bicicleta, momento en el cual se da
vuelta nuevamente, y asi sigue hasta que las bicicletas se juntan. ;Qué
distancia recorre la mosca?

3. Sean ABC y ABD dos triangulos unidos por su lado AB (C y D estan en
semiplanos distintos respecto de la recta AB). El triangulo ABC tiene
BAC=90° y AB=2AC. EIl triangulo ABD tiene ADB=90° y AD=BD. El
segmento CD corta al segmento AB en O. Calcular BO si se sabe que
AC=4.

4. Con una pesa de 2 y una de 5, en una balanza de platillos podemos
pesar los valores 2, 3, 5 y 7. Si queremos poder pesar todos los
valores enteros entre 1 y 4, ;cual es la minima cantidad de pesas
necesarias? ¢y si necesitamos pesar todos los numeros del 1 al 13?
¢, Por qué con esa misma cantidad de pesas no se pueden formar todos
los numeros del 1 al 147

1. Probar que en el mundo hay dos personas que conocen a la misma cantidad de
gente. (Suponemos que si A conoce a B entonces B conoce a A).

2. Se tiene un hexagono regular. Cada segmento con extremos en dos
vértices del hexagono se pinta de rojo o de azul. Probar que hay un
triangulo que tiene sus tres lados del mismo color.

3. Sea ABC un triangulo tal que BC = 10. Sean M, N, P los puntos medios de los lados
AB, BC, CA respectivamente. Sobre la prolongacion de NP se considera E tal que
EP = PN. Sobre la prolongacion de CM se considera D tal que DM = CM. Hallar la
longitud del segmento DE.

4. De los nimeros naturales Ay B se sabe que B = (A% - 1) / 8 y que el minimo comn
multiplo entre Ay B es igual a 3720. Hallar Ay B.

5. La suma de dos numeros es 30 y su producto es 10, s cuanto vale la suma de los
inversos multiplicativos de los dos numeros?
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6. Los sucesion de Fibonacci se definen de la siguiente manera:
Fo=1
Fi=1 yparan>2 F,=Fn1+ Fpo.
Probar que la cantidad de formas de embaldosar un pasillo de 2xN con baldosas de
2x1 es Fy.

7. Sea ABCD un trapecio con AB paralela a CD. DAB=100°?, ABC=130°, AD=10 y
AB=15. ; Cuanto mide CD?

8.  Alberto se encuentra en el centro de una circunferencia de radio 20. Berenice esta
afuera. En cada paso, Alberto se desplaza un metro en linea recta. El puede elegir,
antes de cada paso, la recta por la que se va a mover pero Berenice decide en cudl
de los dos sentidos ha de moverse. ¢ Puede Alberto salir de la circunferencia?

9. Demostrar que hay infinitos enteros positivos impares n para los cuales el nimero
2"+n es un nimero compuesto (es decir, tiene algln divisor distinto de 1 y de si
mismo).

10. En el espacio hay n planos de modo que cada uno de ellos interfecta a exactamente

11.

otros 19. Determinar todos los posibles valores de n.

Sea ABC un triangulo y r la recta paralela a BC que pasa por A. Sea P el punto de
interseccidon entre r y la bisectriz del angulo ABC. Sea Q el punto de interseccién
entre r y la bisectriz del &ngulo ACB. AB mide 7 y AC mide 8. Hallar la medida de
PQ.
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