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PROGRAMA DE MATEMATICA PARA CUARTO ANO. 2019

Unidad 1: Funciones exponenciales y logaritmicas

Funcién exponencial. Definicidn. Caracteristicas. Representacion grafica.
Logaritmo: definicion. Propiedades. Cambio de base.

Funcidn logaritmica. Definicidn. Caracteristicas Representacion grafica.
Ecuaciones exponenciales y logaritmicas.

YV VYV

Unidad 2:Trigonometria

Primera parte

» Sistemas de medicion angular: sistema sexagesimal y radial.

» Definicidn de las funciones trigonométricas. Teorema del seno y del coseno. Aplicaciones.

» Relaciones entre las funciones trigonométricas de un mismo angulo. Signo de las funciones en los cuatro
cuadrantes.

» Funciones de la suma y diferencia de dos angulos. Funciones del angulo duplo. Relaciones entre las funciones de
los dngulos complementarios, suplementarios, que difieren en 7 y opuestos. Identidades.

Segunda parte

» Ecuaciones trigonométricas.

» Representaciones gréficas de seno, coseno y tangente. Funcién armdnica generalizada.

Unidad 3: Vectores en el plano y en el espacio

Concepto de vector. Versores fundamentales. Expresidn candnica y cartesiana de un vector.

Adicion de vectores. Multiplicacién de un vector por un escalar. Propiedades.

Angulo entre dos vectores. Producto escalar de dos vectores: definicién y propiedades Norma de un vector.
Producto vectorial entre dos vectores: definicidon y propiedades. Calculo.

Paralelismo y perpendicularidad de vectores.

VVVVYY

Unidad 4: Geometria lineal en ]R3 . Sistemas de ecuaciones lineales.
Primera parte

>  Ecuacion vectorial de una recta en IR® . Interseccion entre dos rectas. Rectas paralelas. Rectas alabeadas.

» Ecuacion general de un plano. Obtenciéon de la ecuacién de un plano conocidos un punto y un vector normal ;
dados tres puntos no alineados; determinado por una recta y un punto exterior; determinado por dos rectas paralelas
no coincidentes; determinado por dos rectas que se cortan.

Segunda parte

» Planos proyectantes de una recta.

» Intersecciones: recta —plano y plano-plano.

» Distancias: punto-punto; punto-recta; punto plano; recta - recta; recta — plano.
» Meétodo de Gauss para resolver sistemas de ecuaciones lineales.

Unidad 5: Numeros complejos

» Numero complejo: definicién. Parte real e imaginaria de un nimero complejo. Unidad imaginaria. Adicion y
multiplicacion en €. Forma cartesiana y binémica. Complejos conjugados. Propiedades. Divisién de ndmeros
complejos. Potencias de i

» Argumento y modulo de un complejo. Propiedades del médulo. Forma trigonométrica y polar de un complejo.
Multiplicacion y divisién de complejos en forma polar y/o trigonométrica. Representacion grafica de nimeros
complejos.

> Potenciacién de nimeros complejos. Férmula de De Moivre.
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TRABAJO PRACTICO 0

1. Resolver en R las siguientes ecuaciones:

a) (x+ 2P=1 b) x3=x 0 4x* —5x*+1=0
d)(xz—x)z—S(xz—x)HZ:O e) 4x*+15 x? — 4=0 )32+ (~/2+/18 )x=-6
g) (x-1)3(x-1) = -2 h) (m? —1)(m” +3)=2m’

i) 4a2(1—a—a2)=—a4+u3 j) 3(x4—16)(x3—2x2+x)=0

k) 2(1—%3/)(%%3/):0 ) (x° = 8)(x° +8)(6x° +7x +8)(1-x)=0

m) 9p° —7p” =6p° +2p’

2. Encontrar el conjunto solucién en R de estas ecuaciones:

a ﬂ X—5=E b) X+11=7-9+4X c) 4x—g=2x+3—5
x-5 x+5 3 X 2 X
d) x + 13:5 e) (x—5/xf +10~5/x)+24=0 ¢ tt2+11=t1—1
3. Resolver en R las siguientes inecuaciones:
a)[x+%j(—3x+9)20 b) (2x+1).(3x-2)<0 c)3x2+15x>0
d)(x+10)2 >-4 e)x* < -5 f) |x=2].(x2-5)>0
g) x2-x<0 h) x2-%<4-%? i) (2x-3)? > 4 (x+1) (x+2)
) x> +2x +1< 4 k) x3 > x
4. Encontrar el conjunto solucién en R de estas inecuaciones:
2 3
a) 2% % g 0 22 g - 253 4 2% o
34x2 _5 X 5 X 5 |x+3|
_9 2 _ 2 _ 2x—4
e)MSO f)X—5SO g)x—ss h) ——— >
W2 _5 |x—2[-2 |x—2]+2 x? -9
i)g—3<—1 j)12§ k)i<—2
X X X X+2
3x+2
<1

X+1
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5. Dadas las siguientes funciones definidas de su dominio D en R:

) O =x"=2x+1 i) FO)=x*+5x=2 i) () =|x=3 W) f(x)=|x"-¥

v) f(x):% Vi) f(x):x—12

a) Hallar dominio e imagen
b) Clasificarlas de D en Ry hallar conjuntos mayorantes en los que sean biyectivas
c) Endichos conjuntos, hallar la funcidn inversa

Conjunto mayorante: Maximo en sentido de inclusion

6. Dada larecta r:y= ——x+ 1, obtener la ecuacién de la recta s que cumple con la condicidn establecida en cada
item:

a)s//r y contiene al origen de coordenadas; b) s L r y tiene ordenada al origen -3;

c) s Lr einterseca al eje de abscisas en -3; d) s // r y contiene al punto (2/3; 9).

7. éParaquévalorde m,lasrectas r:(5m-1)x -y+ 2=0 y s:3x—-6y+ 9=0 son perpendiculares?

8. Un auto circula por la ruta 2 y la distancia (en km) que lo separa de Buenos Aires en funcion del tiempo (en hs) esta
dada por una funcién lineal. Se sabe que a las dos horas de haber partido de la ciudad de origen se encontraba en el
km 150 y que media hora mas tarde se encontraba a 100 km de Bs. As.

a) Encontrar la formula de la funcion lineal de la que habla el enunciado.

b) ¢Qué parametro de la férmula hallada en el item a) indica que el auto se acerca a Buenos Aires? ¢Por qué?

c) ¢A qué distancia de Bs. As. se encontraba el automévil en el momento de partir? ¢A qué velocidad circula?

d) ¢En qué momento paso por el km 225 de la ruta?

e) Graficar e indicar un dominio que dé cuenta de la situacion.

9.Escribir la férmula de una funcién cuadratica definida de R en IR que verifique lo pedido en cada caso:

a) su vértice es el punto (-6; 0) y tiene concavidad positiva.

O

su vértice es el punto (—1; -3) y contiene al punto (1; -2).

o O

)

) susraicesson 0Oy -2 y tiene concavidad negativa.
) susraicesson 3 y -1 ycontiene al punto (0; 1).

)

D

tiene un maximo en x=-3, f(-3)=6 y f(0)=0.

f) escreciente en (—o; -3), f(-3)=6 y f(0) = 0.
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10. Se estan haciendo pruebas desde un submarino lanzando misiles desde cierta profundidad y
registrando su altura, medida en metros respecto del nivel del mar, en funcién del tiempo,
medido en segundos.

Un misil fue lanzado desde una profundidad de 160 m, atravesé la superficie a los 2 seg. de haber sido
lanzado y explotd contra el blanco que flotaba en el mar 6 seg. después.
a) ¢Cudl es la variable independiente del problema? ¢Y la dependiente?

b) Definir la funcién que permite calcular su altura en funcién del tiempo sabiendo que se trata de una
funcién cuadratica. (Nota: Dar un dominio que sea coherente con la situacién planteada.)

€) ¢Cudl fue la maxima altura que alcanzé el proyectil? ¢En qué momento sucedié?

d) ¢éA qué altura se encontraba 1 seg. después de haber sido lanzado? ¢Y a los 3 seg.?

e) ¢En qué intervalo de tiempo estuvo por encima del nivel del mar? ¢Y por debajo?

11. Resolver analitica y graficamente los siguientes sistemas de ecuaciones:

a){y=x2 b){yZXQ_x_6 c){y:—Bx(x+2)

y=x+2 y+10=3x y=4(x-1)(x-3)

12. Factorizar cada uno de estos polinomios:

a) P(x)=x3-x b) S(x) = %x3-8 QX =x2-5
d) T(x) = (2x+1)2-9 e) R(x) = 4x* -12x3 + 9.x2 f) U(x) = 25x*-16
g) P(x) = 8x* +6x* —5x—3 h) Q(x)= 4x° —6x? —6x+4

i)S(t)=-%t4-t3+t2+2t ) T(X) =X +5x2+3x—9

k) M(x) =x3-x*-8x+12 1) N(x) = x*+ x3 + 7x> +9x-18

13. Indicar para que valores estdn definidas las siguientes expresiones y simplificarlas.

x* ~16 x0 —1 23 4212 +2t+2
A 7 b) = <) 2
X' —=2x° -8 X< =1 t°+t
x4-2x3-x2+2x -x3+3x2-4 3x2-3x
d) 3 .0 e 5 3 =5
X" - 2x X" +x° -6x 2x° - 2x
Respuestas

Loa) {1} b0 L1 o {L-L%-1/2) (3221} ) {1/2;-1/2) ) {-3v2-2]
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8) 2 0; N2+14—2+1) h) {43,-4/3} ) {0;5+F;5_éﬁ} 022010 K {(10/3;-3/2) 1) (252 1)

m) {0; \/§;—\/§}
2. a){-10; 10} b){3;-1/2} c){6;-1/6} d){4} e){16;1;9;4} f) R-{-1;1}
3. a)[-1/5;3] b)(-1/2;2/3)  c¢) (—o0;=5]U[0;+00) d) R e) D

f) (—oo;—\@]u[\/g;mo)u{z} g)(0;1) h)[-3/2;3/2] i) (~o0;1/24) j)[-3;1]
k) (=1, 0)U(1;+0)
4.2 b)(10/3,00 (10/30 d)(3%+o) e (—V5E)  n[5;0)u|54)

o) [—VBiVB] h3210@E+ ) )00 U+ o) )50 KIE7/22) 1)L 1/2)

6. a)y=-0,5x b)y=2x-3 c)Jy=2x+6 d)y=-05x+28/3

7. -1/5

8. a)y=-100km/hx+350km  c) 350 km; 100 km/h d) Alas 1,25 h (1 h 15 min.) de haber partido.

9. a) Una respuesta posible esy = (x+6)2  b)y=1/4 (x+1)2-3 c) Una respuesta posible es y = x (x + 2). d) y = -1/3
(x-3)(x+1) e)yfly=-2/3(x+3)*+6

10. b) f(t) =-10(t—2) (t—8); Dom(f)=[0; 8] «c¢) 90m alos 5seg. d) A70m bajoelmar. e)(2;8) vy
[0;2)

11. a){(2; 4); (-1; 1)} b) {(2; - 4)} 9%,

12. a)x (x-1) (x+1)  b)1/27 (x-6) (@+6x+36) ) (x-/5) (x+/5)

d)4(x-1) (x+2) e dx2(x-3/2)° )25 (x-2+/5/5) (x+2+/5/5) (@ + 4/5) g) 8 (x +1/2) (x + 1) (x - 3/4)
h) 4 (x + 1) (x -1/2) (x - 2)
)-1/2 t (£+2) (t-+/2) (t+42) ) (x-1) (x+3)2 K (x -2)2(x+3)
) (x-1) (x +2) (2 +9)
2

13. a) (X e R /x#2 Ax#-2}; X2+4;b) (XER /x£1n x#-1}; (P+xt1) (x+1)
X" +2
2
21 (x=1)(x+ 1

c){teR /t0At=-1};

: d) {xeR /x#0Ax#2};
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Unidad 1 — Funciones Exponenciales y logaritmicas

Los siguientes problemas son un extracto de los “Aportes para la ensefianza. Nivel Medio”. Ministerio de Educacidn.
CABA 2007.

PROBLEMA 1: LOS CUADRADOS SOMBREADOS

Observen la siguiente figura:

“A partir de un cuadrado realizaremos una nueva construccién: se trazan las diagonales y por cada vértice se dibuja
una paralela a la diagonal. A esta construccion que da origen a otra figura la denominaremos el paso.”

a) Comparen el drea del cuadrado obtenido en el paso 1 con el drea del cuadrado original.

b) Si se repite el paso varias veces épodrian indicar como serdn las dreas de los cuadrados que se van obteniendo
respecto del cuadrado original?

c) Si llamamos A al 4rea del cuadrado original, determinen qué area tendra el cuadrado generado en el paso 17.

d) ¢Se podria dar una expresion generalizada del area del cuadrado obtenido en el paso n? (también en este caso el
cuadrado original tienen area A).

PROBLEMA 2: LOS CUADRADOS SOMBREADOS
Observen la siguiente figura:

+

A un cuadrado -el mas grande, que llamaremos inicial - cuya area es 1, se le trazaron las medianas y se sombreo el
cuadrado inferior derecho. En este caso se llama paso al trazado de las medianas y al sombreado del cuadrado inferior
derecho. Al cuadrado que queda determinado en la parte superior izquierda se le trazan sus medianas y se sombrea el
cuadradito que queda en la parte inferior derecha. Y asi se continua.

a) éCual es el drea del cuadrado que queda sombreado en el primer paso, en el segundo y en el cuarto?

b) ¢Habra algln paso en el que se obtenga un cuadrado de area 1/60?

c) Si sabemos que el drea que quedd sombreada en el séptimo paso es 1/16384 ¢icual sera el area sombreada en el
cuadrado que se obtenga en el siguiente paso? ¢ y en el anterior?

d) ¢Habrd una expresidn general que me permita saber el drea de los sucesivos cuadraditos sombreados segun la
cantidad de pasos que se hicieron?

e) ¢Podrian contestar la pregunta anterior si el area del cuadrado original fuera A en lugar de 1?

PROBLEMA 3: LOS PIOJOS

En la cabeza de un nifio se coloca un nimero determinado de piojos a las 10 de la mafiana del dia lunes 05-05-08 y se
observa la evolucion de la poblacién de piojos mediante un sofisticado procedimiento computarizado (o sea, los piojos
se pueden contar jcon precisidn!). Transcurridos 10 dias el nifio convive con 180 piojos en su cabeza. Si se sabe que
una poblacidn cualquiera de piojos tarda 5 dias en triplicarse,

a. ¢Cudntos piojos habra transcurridos 20 dias?

b. éCuantos piojos habia transcurridos 5 dias?

c. ¢Cuantos piojos se pusieron en la cabeza?

d. éCudntos piojos habia el primer dia?
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1. Se parte de una muestra de dos kilogramos de una sustancia que se reduce un 75% cada afio.
p g q

1
a) ¢Cuanto tiempo habra pasado para que quede una masa de E kg.?

b) Definiry graficar una funcidon que modelice el problema.
c) Lamasa, ipuede desaparecer? Justificar la respuesta.

2. Sean f;:R — R tales que:

fi(x) = 3* fa(x)= 3*1 f2(x) = -3*
fa(x)=2.3* fs(x) = 3*+1 fa(x) = -2.3*
f3(x)= 3% fo(x) = 3 fo(x)=- 3" +1

Para cada una de las funciones:

a) Obtener la ecuacidn de la asintota horizontal y la interseccién con el eje y.

b) Indicar intervalos de crecimiento o decrecimiento.

c) Representar graficamente.

3. Hallar los nimeros reales a y b tal que la funcién f: R > R /f(x) = 2**% + b tenga asintota horizontal en

y=1y f@ =3

4. Hallar, si existe, el conjunto de ceros, la interseccién con el eje de ordenadas, la ecuacién de la asintota y graficar

aproximadamente las funciones exponenciales cuyas férmulas estan dadas por:

a) fiR->R/F(X)=3()-1
o) fFIROR/f(x)=-2.(4)"+3
g FiR->RIF)=E)+1

5. Hallar, si existe, la formula de una funcién exponencial f creciente de la forma f(x) = k.a* + b, con asintota

horizontaleny = —3 ytalque f(0) = — 2. ¢Es Unica?.

6. Dada la funcién exponencial dada por la férmula f(x)=a.b*+c, se saben los siguientes datos:

3

C,={1}; y=—2 es AH.; P, :(2,'3) pertenece al grdfico de “f”. Hallar los valores de los nimeros

2

reales “a, by c”.

7. Resolver las siguientes ecuaciones:

a) 74=1 b) 3*2=9 c) 2572= 5

32 =27

e) ) N2¥ =4 g2 +4* =80

1 X+5
Q) (Ej -4

X -X _
h) 17.6" -12.6 " =5
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8. Resolver cada una de las siguientes ecuaciones:

a) 2.3X=9.iX b) \/471=§/8E o) JN2++2 =2

27
1-X
d) 421 = (%j 0) (057 =82 f) 43%1417.3-7=0

g 8 -8 —g=0

9. Anpartir del graficode f:R—> R/ f(x) = G)x obtener los graficos de:
fiR>R/fi0=(2) +3, frR >R/ o) =~ (2) +1,

x—2

R/ L@ = () fRSRB/A0=-(5) -3

fsRo>R/ fs(x) = (1)|X|

s

En cada caso escribir el conjunto imagen, la ecuacién de la asintota horizontal e interseccion con el eje y.

10. Calcular, utilizando la definicién de logaritmo

a) Iogﬁ % b) |Og1 \/5 c) log ; 81 d) logsa (cona>0,a# 1)
3

2 3 3 12
e) In(e®) f)In°e g) In(gjﬂn(zj h) Iog{ﬂ—log{;)

11. Definir funciones logaritmicas de la forma f;: 4; &> R / f;(x) =log,(x — b) que verifiquen las condiciones
dadas y obtener el gréfico aproximado de cada una de ellas:
a) Tenga asintota vertical en x = —2y pasa por el punto (2; 2).

b) Eldominioes (4, + <2) y pasa por el punto (6; —1).

12. La molaridad en iones de hidrégeno HsO* es el cociente entre el nimero de moles de H3O* y el volumen de la
solucidn en litros y se expresa como [H30*]. La acidez de una solucién se mide por su pH (potencia hidrégeno) que
se define por: pH=-log[H30"], definicién propuesta por el quimico danés Sérensen en 1909.
a) éCudl es el pH (redondeado a dos decimales) de una solucién que contiene 3.10° moles de H3O* por litro?
b) ¢Cudl es la molaridad en iones H3O* de una solucion para la cual el pH es 2? ¢Y si el pH es 9?

c) Evaluar el porcentaje de descenso de la molaridad en iones HsO* cuando el pH de una solucién varia de 2 a 3.

13. Graficar cada una de las siguientes funciones fi: Ai— R, indicando: dominio, ecuacién de la asintota vertical,
interseccion con el ejey, ceros, conjunto de positividad y negatividad, crecimiento y /o decrecimiento.

a) fai(x) = logx b) fa(x)=-log, X c) f3(x)=1-log, x
4 4

d) fa(x)=2.log2x e) fs(x)= f) fs(x) = In(2x—6)

1-Inx
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g) f0x)= log(2x+3)+log(4—x)~=2  h) fa(x)=log, X i) fo(x) = 10g; [x+5|

4

14. Una técnica para descubrir la antigiiedad de un objeto es medir la actividad (A) de carbono 14 presente en el
mismo. Esta actividad viene dada por: A = 15,3.(0,866) ' donde t es la antigliedad en miles de afios y A se mide
en desintegraciones por minuto por gramo (dpm/g) de carbono 14.

Calcular la antigliedad aproximada de un objeto en el que A= 7,65 dpm/g

15. La férmula de Ehremberg INP=1In2,4+1,84.A es una férmula empirica que relaciona la altura A (en

metros) con el peso P ( en kg fuerza) para nifios entre 5y 13 afos. Se pide:
a) Calcular el peso aproximado de un nifo de 1,20m de altura.

b) Calcular la altura aproximada de un nifio que pesa 40 kg.

16. Encontrar, si es posible, x eR /1093 (_2)“;3} =1

17. calcular:

-30 [-3 1
a) Iog\/E(Z ) b) Iog% 5 c) Iog\/gﬁ d) Iog\/g‘l
18. Qué relacién tiene que existir entre a 'y b para que se verifique que:
loga+logh =0 (a,b ER)

19. calcular a sabiendo:

logyn=2 v log, 64n=>5

20. Laintensidad “I” de un terremoto medida en la escala Richter estd vinculada con la energia liberada (en Kwh)

en el mismo mediante la férmula:

2 E :
I=%.log = Donde Eo=7. 1073 Kwh.
3%, ’
Calcular:

a) Laenergialiberada en un terremoto de intensidad 8 en esta escala.

b) En cuanto aumenta la energia liberada si se aumenta en una unidad la intensidad del terremoto.

21. Resolver en R:

a) «3llogx +logx =10 (Pista: sustituir 3/logx ) b) log(x?) = (log x)?
c) loga(x?t) +(logax)? = g d) log2(9-2%) = 3-x
e) In(2x* +x+e)=1 f) {In(Ze)HnGeﬂ.lnx:Q

10
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22. Encontrar k € Ry a € IR para que el grafico de f: R — R, definida por f(x) = k.a* pase por los puntos P y
@ si:

a)P = (-2;16) yQ =(2;1) b) P=(31/3) yQ=(13)

23. Un grupo de cientificos estudié la cantidad de arboles jévenes existentes en un bosque, ya que notaron que la

misma decrecia con el tiempo debido a la existencia en la zona de residuos industriales. Llegaron a la conclusion

ﬂt ”

que, la ecuacién que mide la cantidad “q” de arboles jovenes a medida que transcurre el tiempo medido en

anos es:
q = 200. e—0,025.t

Si la investigacion se realiz6 a comienzos de 2015 (t=0). Se pide:
a) Calcular aproximadamente la cantidad de arboles jévenes presentes en ese instante.
b) Calcular cuantos arboles se espera que haya a comienzos del afio 2030.

c) Estimar para qué afio se espera que cantidad de arboles jovenes se haya reducido a la mitad.

24, Encontrar el error del siguiente razonamiento:

(—1)4 Y LN log, (—1)4 =log, = 4log, (—1) =4.10g,1 (por propiedad de logaritmo de una potencia)
Aplicando logaritmo a ambos miembros

log, (—1) =log,1= —1=1, por ser log una funcién inyectiva

25. Resolver en R:
a) logs(x? —12x+20) =2 b) (logx)* —logx—2=0

c) logss x+logs5(12—x) =1 d)  x99% —100x

1
e Iog{logz[ MHﬂ § 10%100'% =1000 g log, x-+log, x =1

26. Seaf:ACR - R, f(x) =k +log,(x + b).
a) Encontrara,k vy b € R, sabiendo que los puntos (0; —3), (1; —4) y G, —2) pertenecen al grafico de f.

b) Para los valores obtenidos, analizar la existencia de la funcidn inversa vy, si es posible, obtenerla. Si existen,
encontrar las intersecciones con los ejes coordenados.

a. Graficar ambas funciones en forma aproximada e indique ecuaciones de las asintotas.

11
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Respuestas

A.H | Ordenada 1. 230 No.

y=0 | y=1
y=0 | y=2
y=0 | y=1
y=0 | y=1/3
y=1]y=2
y=0 | y=1
y=0 | y=-1
y=0 | y=-1
y=1|y=0

2.

a=2; b=3/2; c=-1.

k=1; a € RZ,, b=-3.

A=2; B=3/2 y C=-1

a) x=4; b) x=0; c) x=-4/3; d) x=-7; e) x=6; f) x=5; g) x=3; h)x=0.

O NSO L

9. a)x=0,5; b)x=-1 ; c)x=0,75; d)x=-1; e)x= -6,5; f)x=-1; g) x= 1/3

10. a) -2; b) -1/2; c=8; d=1; e=5; f) 1; g)0; h)-1

1. a) f1: (-2,+0) > R/, (x) =log, (x+2) , b) fz:(4,+oo)—>]Ri/f2(x):logy(x—4)
2

12. a) ph=4,52; b) 0,01 y 10°%; c) 990% aprox

14. 4.318 afios.

15. a) 21,8kg; b) 1,52m.
16. x=6/5

17. a)-60; b) 3/2; c) -6; d)0.
18. ab=1

19. a=4; n=16.

20. 7.10°

V2

21, a)s= {108} :b) $={1,100} ;c)S= {47} d)s={0,3} ; e)S={0,-1/2}; f)S={e®} 19)a)k=4,2a=0,5 ; b)k=9,a=1/3;

x X
22.2) f() =75 ; b)a) f() =93
23. a) 200; b) aproximadamente 137; c) aproximadamente 28 afios.

25. a) S ={1,11}; b) S={100, 1/10}; c)S={7,5}; d) S={100, 1/10}; e) S= {2128} ; f) S={1,2} g) 22/3; 22) a) a= %; b=1; k=-3.
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1)

2)

3)

4)

5)

Trabajo Practico 2

Funciones Trigonométricas

Completar las tablas estableciendo las equivalencias entre el sistema sexagesimal y el

circular

a) sexagesimal | 360° | 330° | 300° | 270° 150° 120°|90°|60° 30°
. | 2 4n | Tn 3n n
circular T |5 ™ - v

b) | sexagesimal | 1° |300°30" | -1250°
circular 3 T

Mediante el uso de las identidades trigonométricas fundamentales, calcular el valor de todas

las funciones trigonomeétricas restantes, en cada uno de los siguientes casos:

a) senocz% si Tc<0c<37n b) tga=2 s O<a<%
2 .
c) Secazg si. -5 <a<0 L
/'/., .I.
|a| 2T
Demostrar que tga=a =  |seno.cosa|=—; ;
a +1 :

Se quiere reconstruir un tridngulo del que sdlo se

conserva el fragmento que indica la figura. ¢ Cudl 8 00 100°
A

es la longitud de los lados faltantes? l«—— soem —

Suponiendo que las drbitas de la Tierra y g)""e"a
de Venus al girar en torno al Sol son P Iy e
circulares y que sus radios respectivos / P N
/ - HV) Min \

tienen una longitud de 150.000.000 km y / e A RN \

/! ,', 1 \ AN \
de 109.000.000 km respectivamente. ¢A / v I \ \

|

qué distancia maxima y minima, se

encuentra Venus de la Tierra cuando el

—_—
w
~
'
w
=2
-

\ \ ~ ’
s . . ~ \ \ .
angulo de observacién Sol-Tierra-Venus (& \ ,G(V)—Venus,/
\ N ’
. \ hNY . Max !
en la figura) es de 22°? Expresar el N, e - - /
resultado con 3 cifras significativas.

~
~ - ’ 13
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6) Desde dos puntos A y B situados
sobre la costa y distantes 3600m, en
un terreno plano, se divisa una isla
cercana. Con los datos de la figura,

calcular la longitud “x” de la isla.

7) Dos motociclistas parten del punto en que se
bifurcan dos carreteras rectas que forman un
angulo de 55°. Si viajan con una rapidez cons-
tante de 90 km/h 'y 120 km/h respectivamente
¢A qué distancia se encuentran uno de otro al

cabo de 3 minutos?

A 3600m g

8) Verificar las siguientes identidades. Determinar, en cada caso, el conjunto en el que son

validas

o) (tga—1)* = sec? & —2tga

e) seca —cosa = sena.tgo

cotga—1  cosec a
1-tga seca

g)

i) cot gzoc —cos* o cosec?o = cos?
cosa + sena

cosa

k) secoa..seno+1=

m) (seno+ COSa)2 =2 tga.cos2 o +1

b) cos? o —sen‘o = 1—2 sena,

1 1
d) =1-
sec’ o cosec’a
f) 12 =(1-sena) (1+sena.)
1+1g°a
1+ seca
—— =sena+tga
coseca,

j) sec* o —tg4a =1+2 tgzoc
I) tgo+cotgo = seca.coseca

seca+1  tga
tga seca —1

n)

14



- Colegio Nacional de Buenos Aires-
Matematica - 42 Aho — Guia de Trabajos Practicos

9) Reducir cada una de las siguientes expresiones

o _sen(o+p) +sen(a.—p) b) X = 2sena. —sen(2a.)

cos(o — ) —cos(a. +B) ~ 2sena +sen(2a)

10) Verificar las siguientes identidades. Determinar, en cada caso, el conjunto en el que son

validas
B 2(a
a) SG”BZNQ—(ZJ b) cosa:%
1+t92(%) 1+tgz(%)
2tgPp tg(2p)
tg(2B) = d) 2+tg(2B).tgBp=———~
c) tg(2p) — ) 2+19(2p).tg B 0P

11) Resolver las siguientes ecuaciones trigonométricas en el intervalo [0;2x)
a) 2 .cos(2x)—1=0 b) cos’x—sen’x =1

c) 2.sen x—sec x=0 d) sen(2x).cosx —2cos>x =0

12) Resolver las siguientes ecuaciones en R

a) —2++/3cosecx =0 b) cos? X = COSX

c) cos(2x) =1 d) 1 secx—tgPx =1

e) cos2x+%senx—%:0 f) secx+tgx =1

g) senx+tgx=0 h) sen(2x)+sen(4x)=0

i) sen’x +cosx = ) cosx—2 sen?x+2=0

k) 4 sec’x—tg>x =7 1) cos(2x) =1-senx

m) 4 sen’x—8 senx+3=0 n) 2 sen(t).cosz(t):—g cos(t)
0) tg4(p—2 se02(p+3=0 p) senx+./senx =0

13) Verificar las siguientes identidades, presuponiendo vélidas las operaciones algebraicas que

se realizan.

COS3X+ sen3x

=1-5Senx.cosx (Ayuda: Recordar como se factoriza a3+b3)
COsS X+ senx

cos(-x)  sen(-x)
1+1g(-x) 1+ cotg(-x)

=senx+ cosx

2

c) cosec*x—cosec®x =cotg*x +cotg’x

15
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14)

15)

16)

cotfga-tga

=cos(2a)
cotfga+tga

Ejercicios para trabajar con un software de apoyo — (Se sugiere Geogebra)

Dadas las siguientes funciones definidas de R enR:

a) y =sen(2x) by - 1 Sen(%)
c) yzsen(x+%) d) y:2sen(%x+%)
e)y= 5.sen(3x+%) f)y= —4.sen(2x+27”)

Se pide, calcular:

i) Amplitud, pulsacién, dngulo de desfasaje y periodo.
ii) Representacion grafica aproximada

iii) Maximos y minimos

iv) Co, Cs, C..

El grafico siguiente, corresponde a una funcién de laforma f: R > R/f(x) = A sen(bx+oc)

a) Encontrar A, by a.

b) Determinar amplitud, pulsacion, angulo de desfasaje y periodo.
a) Representar graficamente f:R — R/f(x) = 23en(3x +37“)
b) Determinar amplitud, pulsacion, periodo y desfasaje.

16
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c) Encuentre una funcién g:R — R que tenga la misma grafica que f, pero que responda a

una férmula del tipo g(x) =A cos(ax+b) . Justificar la respuesta.

17) Una boya en un canal se balancea hacia arriba y hacia abajo con el movimiento de las olas
describiendo una trayectoria sinusoidal. La boya se desplaza un total de 60 cm desde su
punto mas alto hasta su punto mds bajo y regresa a su punto mas alto cada 10 segundos.
Sabiendo que en t=0 la boya se encuentra en su punto mas alto, escribir una ecuaciéon que

describa su movimiento. Realizar un grafico aproximado.

18) El niumero de predadores y el nimero de presas, en un sistema predador - presa tiende a

variar periédicamente. En una cierta regién con halcones como predadores y roedores como

presas, la poblacién de roedores R varia de acuerdo con la ecuacién R =1200+300 sen(%t) y

T

la poblacién de halcones varia con la ecuacidon H=250+25 sen( >t

), con t medido en afios

desde el 1° de enero de 2010.

a) éCudl era la poblacién aproximada de roedores y cual la de halcones el 1° de enero de
2010?

b) ¢Cuales son las poblaciones maximas de roedores y halcones? Estos maximos, éocurren
alguna vez al mismo tiempo?

c) ¢éEn qué fecha se alcanzé la primera poblacién maxima de roedores?

d) ¢Cual es la minima poblacién de halcones? ¢En qué fecha se alcanzd por primera vez?

19) Resolveren R

a) sen(2x+%)=sen(%&-x) b) sen(2x—%)=cos(Z+x)
c) sen(2x+%)=cos(%—x) d) tg(5—2x)=tg(3x)

20) Sea f:]R—)R/f(x)=—2$en(bx+§) conbeR"
a) Obtener b sabiendo que la distancia entre dos ceros consecutivos es ¢ .

b) Encontrar el conjunto de ceros, el conjunto de valores de x para los cuales “f” presenta
maximos y minimos.
c) Realizar un grafico aproximado.

Respuestas
17
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1)

2)

4)

9)

11)

12)

15)

18)

19)

20)

a) sexagesimal | 360° | 330° | 300° | 270° | 240° | 210° | 180]| | 150° | 135° | 120° | 90° | 60° | 45° | 30°
cireular | 2¢ | Mm | 5% | 3n f4n o Tm | op | Smop3n | 2n oo oo
6 3 2 3 6 6 4 3 2 3 4 6
b) | sexagesimal 1° 300°30° -1250° 171°53°14,4” 15°
circular <57 20,017 M55 | -2 p=21817 3 z
sen cos tg cosec sec cotg
a) _12 _5 12 B B 5
13 13 5 12 5 12
1
b) 25 A5 2 A J5 3
5 5 2
1
9 1 b | B 2 2B | 3
2 3 3
32,64 cm y 64,28 cm aprox 5)4,57.10" km y 2,32.10% km 6) aprox. 3570m 8) aprox. 1899 m
a) cotg B b) tg? (%)
a) [5% .51 b)o;n c) {ﬂ d) E.E.E.EL
376 4| 224" 4

Nota: En todas aquellas respuestas en que el resultado depende de un parametro “k”, el mismo debe ser un

numero entero.

a)X:%+2kn v X:%”+2k7t b)X:%+kn v Xx=2kn c)X:i%+kn;
d) @ x=F v x=-T v x=1T  f)x=2%n g) x=kn
kr i 2n . T . 2 4
_ K - _ T -+ _n —2n = 4n
h) x 7 vV X=3V o X== I)X_3+2kTC j)X2VX 3 vV X=7
n  km b1 5n
k) X=—7F+— ) x=kn v x—€+2kn v X—T+2k7‘c
m)x—1+2k v x—5—n+2k n)t—£+k v t=—X4kn v t—2—n+k
T T —5 T B T T R
°)<P=%+k7n p) x=km;
a)A:%;b=2;a=% 17)x=30003(%t) v x=303en(%t+%)
a) 1200y 232 b) 1500, 275, no c) 1/1/2011 d) 225, 1/7/2013
T 2 n 2krn 1ix mo2, It K3 kl
a) {§+§kn,2kn} b) {%'FT,vﬂ'zkﬂ} C){ 36+3kTC, 12 +2kﬂ:} d) {15+ 5 TC}

2 % 4k 1
a) b:% b) CD:{XER/X:—ngTn} ; Cmax=C,, :{XER/XZ_S’HTR} ; Cmin=C,,,, :{xeR/x:yHTn}

4k

18
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Trabajo Practico 3

Vectores en el plano y en el espacio

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

Si ABCD es un paralelogramo y O es el punto de interseccion de las diagonales, realizar en

forma grafica las siguientes operaciones:

—

a) 2.AB+BD b) 1.AC+1.DB ¢) AC+tAO-CO  d) 2.AC—BC-2.AB

2 2

Dados P= (—3;2) y Q= (3;0) obtener:

a) Las componentes de PQ y expresar dicho vector en forma candnica
b) [Pa| y [P

c) El versor asociado a PQ

d) Un vector de mddulo 3, con la misma direccion de PQ, pero de sentido contrario.
Sean los vectores u=3.i+] y V=(-25).Hallar, en forma analitica:

a) U+v b) 3.0—V ¢) Li-24

Dados 3227—] y C:i—3.j
a) Obtener u+v
b) Comparar HHJJH con “GH+H\7H

c) ¢éEn qué caso se verifica la igualdad “G+QH = “GH+H\7“ ?
éCudles son los vectores de médulo 10 que resultan paralelosa a=3i+4].

Planteando un sistema de ecuaciones lineales, hallar los dos versores perpendiculares al

vector a=i+2].

Calcular, en cada caso, la amplitud del angulo determinado por los vectores indicados:

a)a=3i+j vy b=1+2]j
b) a= T iy b=6i-2]
Demostrar que para cualquier vector u, no nulo, se cumple que Lyl =1

=N

Sean en el plano, los puntos A:(l;l); B:(2;3); C:(S;x); D:(y;l)

19
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10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

o, n

a) Hallar los valores de “x” e “y” para los cuales la figura ABCD es un paralelogramo.

b) Con los valores calculados anteriormente, calcular el perimetro de mismo.

Dados los puntos del plano: A:(3;—1); B:(7;0); C:(6;4); D:(2;3)

a) Demostrar analiticamente que la figura ABCD es un cuadrado.

b) Verificar analiticamente la perpendicularidad entre sus diagonales.

Demostrar vectorialmente que las diagonales de un rombo se cortan perpendicularmente.

N
Encontrar, en cada caso, el vector x que verifica la igualdad indicada:

a) (3;3;2)+;:(1;4;1) b) (3;2;1)+;—(1;1;3)+(2;4;1):(2;3;5)

En un vector de tres componentes, se sabe que su modulo es 2\/5 y que ademas estd formado

por tres nimeros pares consecutivos ¢ Qué vectores verifican esto?

Dados los puntos A:(Z;O;O); B:(O;l;O); C:(O;O,‘S), se pide:

Demostrar vectorialmente que no estdn alineados y clasificar el tipo de tridngulo que forman
segun sus lados.

a) Verificar vectorialmente que no estan alineados e indicar qué tipo de triangulo forman

A
b) Representar graficamente el tridngulo ABC vy calcular aproximadamente su perimetro.

c) Hallar el conjunto de todos los puntos del espacio que verifican la igualdad H AP H =1

éDe qué superficie se trata?

Los vectores U y V forman un angulo de 60°. Si ||i| =3 y || V||=4. Calcular:
a) |u+v]
b) |20-3V |

El dngulo que forman dos vectores U y V tiene una amplitud de 60° y ademds ||G ||:3.

Determinar cuanto debe valer ||V para que UG-V sea ortogonala V.

Sean dos vectores U y V. Sabiendo que U+V es ortogonal a U-V éQué relacion debe
existirentre U y v?
N

R
El vector w=(a;b;3) es ortogonal simultidneamente a los vectores u=(1;-1;2) vy

—

v=(2;1;1). Calcular

—

20
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19)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

A
ola La figura muestra un prisma de base
A
/ rectangular apoyado sobre los planos
F A coordenados, de tal forma que el vér-
o B tice oculto es el origen de coorde-
> 2 Ty
nadas (O)
1
E C

X

a) Si B=(O;2;O), E=(1;0;O) y G=(O;0;1), calcular la amplitud de los angulos que forma

- o _
OD con los versores i; | y krespectivamente.

b) Encontrar un vector de médulo 4 que tenga la direccidn y sentido de OD.

Hallar los vectores cuyo moédulo sea igual a /35 y que ademds sean ortogonales

- - — - e — - -
simultaneamente a los vectores u=-2i+3j+k y v=i-2j+k

Sean los vectores U=(0;1;7); v=(1;4;5) y ¢=(x;y;7). Hallar todos los vectores ¢ de R® que
verifiquen la relacion:

2
‘ =Ue

“GXV—FZ&T‘
Sean los vectores A=(-2; 1.1) y §=(-1;1;3). Obtener todos los C de manera tal que CLA ;

Hé“a@ y que ademas se verifican la relacidn C=a A+ B B sea ortogonal a A , con a.eR y
BeR
Sean los vectores a=(1; 2;3); b=(0;x;y) y ¢=(0;1;1) . Hallar todos los vectores b tales que:

+7

Ol

(axB)Lé A [axb| =de
Dados los puntos: Si A=(3;1;1); B=(2;1;2) y C:(—l; 0; X2) y D=(3; 2; 0), hallar ellos
valores “x” que hacen que los mismos sean coplanares.

Sean los puntos A=(3,2,1); B=(1,2,4); C=(x,0,3) y D=(1,1,7). Hallar, si existe, el valor

- - -

de "x" que hace que el volumen del tetraedro determinado por los vectores AB; AC; A

seaiguala 2.

21
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Respuestas

1) a) AC ; b) AB c) 2.AC d) BC 2)a) 6i-2j ; b)2\10; €) 210 -4\10] d) —210i+310]

3)2) (16) b (11-2) o (3-7); a12) (3-4) b)[a+|<]a|+]v]
c) G// \7 y del mismo sentido

5) V=(16;18) ;6) V=+25T1F L7 ; 7)a)a=45 b)o=180°

9)a) x=3 ; y=4 b)e+25 ;12)a) (2;1,—1) b) (-2;-2;6)

13) q:(0;2;4)...; Z:(—4;—2;0) ;14) a) No alineados b) Aprox 12,72. c) (x-2)%+y2+2% =1
15)a)|i+v|=437  b) |20i-3V|=+109 16) |V|=1,5..;17) | G |=| v |;

18) [w|=3.43 19) a) oy =0 =65°54"; 0p 23516, b) (246 416 26

20) V=(*5,+3,%1) 21) ¢=(x,1,7) conxe R

22) C=(+1,0,£2 23) b=(0+2+2) ; 24) x=+6 25) x=4

22
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Trabajo Practico 4

Rectas y planos en el espacio

1)  Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto P, =(—3;0;2) y es paralela al vector
V:27—1+3E. Calcular aproximadamente el angulo que forma, el vector director de dicha

recta, con cada uno de los ejes coordenados.

2) Hallar, en cada caso, las ecuaciones vectoriales, paramétricas y simétricas de larectar:
a) P=(3;0;2) pertenece aryr es paralela al vector V=21 — j +3k
b) Los puntos A=(-1;2;3) y B=(1;0;—1) pertenecen ar.

3) Dadalarectas: (x;y;z)=(-1;2;3)+A.(1;2;3) se pide:
a) Escribir las coordenadas de tres puntos que pertenezcan a “s”.

b) Decidir si los puntos A=(—4;-4;-7) y B=(-2;0;0) pertenecen a s. Justificar la

respuesta.

n.n

c) Hallar los posibles valores de “a” y “b” para que el punto C=(a;b;0) pertenezcaa”s
d) Encontrar las coordenadas de todos los puntos pertenecientes a la recta s cuya distancia

al origen de coordenadas es /52 .

4) Dados los puntos A=(-1;2;1) y B=(-2;1;—1) se pide:
Determinar una ecuacidn simétrica de la recta paralela a AB en la que el origen de

coordenadas pertenece a ella.

5)  Estudiar la posicion relativa de las rectas r y s. Obtener rs en los casos en que sea posible.

X=—2+A
a) r:qy=—7+3A S:x—1:y+2:z+1
z2=2+A 3 2 1
X=3+2A
b) ri<y=1-1 s:(x;y;2) =(~1;3;1) + (-6;3;0)
z=5
c) r:(x;y;2)=(5,0;4)+A(2;-1;1) s:(x;y;2) =(=1;3;1) + u(-6;3;-3)
dr:(x;y;2)=(1,-1,0)+A(2;7;2) s: %z y—2|rl =z-1

23
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6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

Obtener las ecuaciones de una recta “t” a la que pertenece el punto M=(-2;2;1) y que

resulte perpendicular a las rectas “r” y “s” del problema 4)a).

Representar en R3 cada uno de los siguientes planos:

a) z=2 b) x=5 c) y=1 d) x+2y=4

e) z-2y=4 f) 2x—z=4 g) 2y+z=6 h) 2x+y+4z=4

Hallar una ecuacidn cartesiana del plano que pasa por el punto Py =(-1;1; 3) y es normal

al vector n=—i+2]j—k.
Dados los puntos P,=(3;2;1) y P,=(-3;-2;-1) hallar una ecuacién cartesiana del
plano que es perpendicular al vector PP, en el punto Pi.

Hallar la ecuacién del plano paralelo a 2x—2y+z=2 que pasa por el punto A=(1; —-1; 1).

Hallar la ecuacién cartesiana del plano determinado por los vectores a=i+2j—k,
b=2i-3j+k, si el mismo contiene al punto P, =(2;-3;5)

Hallar, si existe, la ecuacién del plano que pasa por los puntos:

a) P,=(0;1;2), P, =(3;0;5), P,=(4;0;1)

b) P,=(2;-3;4), P,=(4;0;2), P,=(6;3;0)

X+2y—-2z-5=0

3x—6y+32-2=0
2x+y+2z+1=0

1"

N

Se pide:

w

o
o
Dados los planos:
o
o

.- X—2y+z2-7=0
a) Probar que dos de ellos son paralelos y los otros dos son perpendiculares.
b) Calcular la distancia entre aquellos que son paralelos

c) Calcular la amplitud del angulo que forman a, A a,;.

Analizar si los puntos P,=(1;1;—-11), P,=(5;0;9), P,=(5;-5;25), P,=(0;0;—12) son
coplanares. En caso afirmativo hallar la ecuacién del plano que los contiene.
Dado el plano a:x+2y+2z—4=0 se pide:

a) Calcular la distancia entre el mismo y el origen de coordenadas.
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16)

17)

18)

19)

20)

21)

b) Calcular la distancia entre el mismo y el punto A=(2;-3;2).

Dado el siguiente grafico, se pide:
a) Hallar la ecuacién del plano 8.
b) Hallar la ecuacién de la recta r.
c) Calcular la amplitud del dngulo que

ellos determinan.

Calcular los valores que deben adoptar “xo” y “yo” para que el plano “o” de ecuacion

X+2y+z—4=0 contenga a la recta “r” de ecuacion (x;y;z)=(x, ;y,;—1)+t. (1;1;-3).

Hallar las ecuaciones simétricas de la recta determinada por la interseccién entre los planos

{nl: 2x+3y—3z=4

T,

X—3y+5z=2

Hallar, si existe, el punto de interseccidn entre las rectas

<
I

y_z
2 3

Hallar, si existe, el punto de interseccion entre las rectas definida por los planos

T X+3y—-z=-7
X—-y+z=1

r: .y I, determinada por los puntos A=(2;1;0) y B=(1;-1;3).
T,

2x-3 -y+2 z-1

Calcular la distancia del punto A=(1;0;-3) ala recta 3 2

25



- Colegio Nacional de Buenos Aires-
Matematica - 42 Aho — Guia de Trabajos Practicos

22) Calcular la amplitud del angulo definido por la recta interseccién entre los planos
T X+3y—-z=-7
r: yelplano m,:x—-2y+z=2
T, X—y+2z=1
Tt 2x+y+z=0 +7 3vy+4 9-—
23) Demostrar que las rectas r,: ! y y r: X _2Y = z son
T, X—4y+2z=-12 2 -3 3
paralelas.
T, . 2X+y—2z=-10 4-— -3 +11
24) Demostrar que las rectas r;: ! y y r: x_JY _t son
T, y+2z=4 4 -3 2
perpendiculares.
Respuestas

1) FV. (x;y;2)=(-3;0;2)+A.(2;-1;3)

x=-3+21 6.=57° 41"

+3 -2 ~
FP. Jy=—) F.S. Xz —y= 23 B =105° 30'
z2=2+3\ ,’\2=36o 41"

2)
3)
2)
5)

6)

a) r:(x;y;2)=(3;0;2) + A(2;-1;3) b) r:(x;y;2) =(1;0;,-1) + A(2;,-2;-4)
b) A¢gs Bes c)a=2 A b=0 d) P=(0;4;6) y Q=(_26. 2 . i)

B A
X=y=3z
a) rms:{(l;—z;—l)} b)r//s A rns=0
c)r//s A rns=r d) rysalabeadas rns=J

t:(x;y;2) =(-2;2;1)+ \(1;2;,-7)
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7) a) ,
2
i
7/
d
X
z
!
c) :
i /
Lo
. 1
0/.
X /
e) TZ

— ol - - -

d)

f)

b)

TZ
Xx=5
—
I
|
s
L. y
./. >
R
517
X+2y=4
|
|
|
b
| e
.- A2 Y
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8) h)
2x+y+4z=4
_,y
i
i
X .
8) —x+2y-z=0 9) 3x+2y+z+14=0
10) 2x—2y+z—-5=0 11) x+3y+7z-28=0
12) a) 4x+15y+2z-17=0  b) Estan alineados 13) b). 2.6 ¢)| o |z74°12"
14) 24x—-16y—5z—-63=0 15)a) + b) 2
16) a) x+2y+2z—-6=0. b) x=y=z c) 79° 58’
-2
11) 4x-8y-2z-1=0 17) x,=3;y,=1  18) ==Y =
) 9
19) P,=(1;2;3)  20) Sonalabeadas. ~ 21) d=1+/1665 22) ¢ =23°50"'
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Trabajo Practico 5

Sistemas de ecuaciones lineales

1)

2)

Resolver cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales

d)

2X+y+z=-2 2x+y+6z=3 5x-7y+4z=2
x—-2y=4 b) x—y+4z=1 c) {3x+2y—2z=3
3x+2y-2z=-2 3x+2y—2z=2 2x—y+3z=4
—X+4y—-3z=0 X; —2X, +2x, =0
X, +X, —=2X, +X, +3x, =1
2z+3x=-2 2x, +X, —2x, =0
e) 1 2x, —X, +2X; +2x, +6x, =2 f)
2x+3y+5x=3 3x, +4x, —6x, =0
3x, +2X, —4x, —3x, = 9%, =3

—2Xx+6y—-z=38 3x, —11x, +12x, =0

Plantear y resolver cada uno de los problemas dados a continuacion.

a)

b)

d)

e)

)

En una fabrica hay tres maquinas de confeccién A, B y C. Cuando las tres estan
funcionando producen 222 trajes al dia. Si “A” y “B” trabajan, pero “C” no lo est3, se
producen 159 trajes. Si, en cambio, trabajan “B” y “C”, pero no “A”, la produccién es de
147 trajes. ¢ Cudl es la produccion diaria de cada maquina?

Encontrar un nimero entero positivo de tres cifras tal que la suma de los tres digitos sea
14, el digito de las decenas sea dos mas que el de las unidades vy si los digitos se invierten
el nimero no se altera.

Un cierto nimero se representa con tres digitos. Si los digitos de las unidades y las
decenas se intercambian, el nimero aumenta en 18. Si los digitos de las centenas y las
decenas se intercambian, el nimero disminuye en 90. Si la suma de todos los digitos es 12
encontrar el nUmero que cumple con esto.

La suma de las medidas de los tres angulos de un tridngulo es 1802. El dngulo de mayor
amplitud, tiene una medida cinco veces mayor que la del mas pequefio e igual a la suma
entre ellos. Hallar las medidas de los tres angulos.

Un almacenero le vendid a un cliente 5 paquetes de arroz, 2 de garbanzos y 3 de maiz por
$6,60; a otro cliente le vendid 2 de arroz, 3 de garbanzos y 5 de maiz, por $5,80; a un
tercer cliente le vendié 3 de arroz, 5 de garbanzos y 2 de maiz por $5,60. Si a todos les
cobré el mismo precio unitario. ¢ Cuanto vale un paquete de cada articulo?

Luis estad haciendo en su casa un trabajo de carpinteria para lo cual fue a la ferreteria y
compro un kilogramo de cada una de las tres variedades de clavos existentes: Chicos,
medianos y grandes. Luego de un rato de trabajo, observa que habia subestimado la
cantidad de clavos pequefios y grandes que necesitaba asi es que compra la misma
cantidad de clavos pequefios y el doble de grandes. Después de un rato mas de
construccion, se da cuenta de que aun le faltan clavos y compra un Kg. de clavos
pequefios y otro de medianos. Cuando vio los tickets de la ferreteria observd que le
habian cobrado la primera vez $6, la segunda $6,5 y la tercera $3,5. Los precios de los
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g)

h)

j)

clavos varian segln su tamano pero en los tickets no figura el detalle. ¢ Podrias averiguar
los precios?

Una compaiiia fabrica tres tipos de muebles para jardin: Sillas; mecedoras y sillones. Cada
uno de ellos requiere de madera, plastico y aluminio como se muestra en la tabla que
aparece enseguida. La compafiia tiene en stock 400 unidades de madera, 600 de plastico
y 1500 de aluminio. Cuando finaliza la temporada decide agotar todas las existencias.
Para lograrlo ¢ Cuantas sillas, mecedoras y sillones debe fabricar?

| | Madera | Plistico | Aluminio |
Silla 1 unidad 1 unidad 2 unidades
Mecedora 1 unidad 1 unidad 3 unidades
Sillén 1 unidad 2 unidades | 5 unidades

Una fabrica paga 85/hora a sus trabajadores calificados del departamento de ensamble y
4S/hora a los semicalificados del mismo departamento. A los empleados del
departamento de envios y cargas se les paga 55/hora. Debido a un aumento en los
pedidos necesita tener un total de 70 trabajadores entre ambos departamentos y pagara
un total de 3705/hora. Debido a una cldusula laboral debe haber el doble de trabajadores
semicalificados que calificados. ¢{Cuantos trabajadores de cada categoria se deben
contratar?

Una compania de articulos para jardin cuenta con tres clases de fertilizantes que
contienen productos quimicos A, By C en diferentes porcentajes, segin se muestra en la
siguiente tabla:

Tipo de fertilizante
| Producto quimico. 1° 22 32
A 6% 8% 12%
B 6% 12% 8%
C 8% 4% 12%

¢En qué proporcién deben mezclarse los tres tipos de fertilizantes para que contengan
8% de cada uno de los tres productos quimicos?

Se dispone de tres aleaciones de plata, cobre y oro con la siguiente composicion:

| | Plata® | Cobre | Oro
12 5% 15% 80%
23 10% 25% 65%
32 15% 30% 55%

¢Cuantos gramos se han de tomar de cada una de ellas para obtener una nueva aleacién
gue contenga 12% de plata, 26% de cobre y 62% de oro?
Si la aleacidn lograda debe tener 20gr ¢ Cuantos deben ser de cada una de ellas?
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k) En la tabla dada a continuacion figuran las 40 notas obtenidas por el alumnado
correspondiente a un examen de Inglés:

Nota |Cant. de alumnos Si se sabe que el promedio del curso fue 5,70
2 2 y que los que la cantidad de alumnos que
3 4 obtuvo 4 puntos sumado al doble de los que
4 | .. lograron 10 puntos da como resultado
5 6 aquellos que su nota fue 7 puntos. ¢éCalcular
6 7 cuantos fueron los alumnos que obtuvieron:
7 | ... 4puntos., 7 puntos y 10 puntos?
8 4
9 2
0 | ..

1) La edad de Tomas es la suma de las edades de Carmen y Daniel. La edad de Carmen es
dos aiflos mds que la suma de las edades de Daniel y Marcos. La edad de Daniel es cuatro
veces la edad de Marcos. Si la suma de las cuatro edades es 42 afios. ¢éQué edad tiene
Tomas?

m) Recordemos que una funcién cuadrdtica escrita en forma polindmica responde a la

féormula f(x)=ax”+bx+c. Hallar la formula de la misma si se sabe que pasa por los
puntos A=(-1;1);B=(2;1);C=(3; -3)

n) Analizar, mediante un sistema de ecuaciones lineales, si existe un Unico plano que
contiene a los puntos:
a) A=(1;1;3);B=(2;1;2);
b) A=(1;1;3);B=(2;1;2);

(1;3;1);

(1;3;1);

(3;1;1)
(1;1;1)

c D
c D

3) Analizar los sistemas de ecuaciones siguientes para los distintos valores del pardmetro “k”.

x+y—kz=0 X+y+kz=6
a) Xx—-y+z=1 b) kx —y+z=2
—X+ky+z=Kk Xx+y—z=0
2x+ky—z=4 x+y—-z=0
c) —4x+5y+kz=-2 d) kx—y+z=3
X—2y+z=1 —X+2y—kz=-3

4) Analizar los sistemas de ecuaciones siguientes para los distintos valores del pardmetro “k”.

X+y+kz=2 kx+y=1 X+y+z=1

a) 3x+4y+2z=k b) 3x+2y=0 c) X+ky+z=2

2x+3y—-z=1 x+ky=1 2x+y+kz=k
kx+y+z=1 X+y+z=Kk 2x—y+z+w=1
d) x+ky+z=1 e) X+y+kz=1 f) X+2y—z+4w =2
x+y+kz=1 X+y+z=k’ X+7y—4z+11w =k
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5) Analizar las condiciones que deben cumplir los pardmetros a, b, c para que el sistemas admita
solucidn Unica, infinitas soluciones o ninguna solucién.

X+2y—3z=a X—2y+4z=a
a) 2x+6y—11z=b b) 2x+3y—z=b
X—2y+7z=c 3x—y+2z=c

Respuestas

Nota: Dado que las respuestas, en caso de compatibilidad, son verificables y ademas dependen de las

variables utilizadas, no todas estaran expuestas y quedan a cargo del alumno.
) a) S={(5-3;0): b s={(LE)): 9s={LLy)): ds=2;
€) S={(1;2%3;%5;-3%,;%, ) / X, €R A X, €R}; f) S= {(§x3 28Xy, )/ %5 € ER} ;
2) a) A: 75 trajes, B: 84 trajes y C: 63 trajes. g) 100 sillas; 100 mecedoras y 200 sillones
h) 40 semicalificados; 20 calificados y 10 empleados de envios y cargas.
j) 4gr.dela 13;4gr.dela22y 12 gr.dela 32

3) a) Paratodo “k” es S.C.D b) Rta.:S.C.D. si k#1; S.C.l. Nunca; S.I. si k=1
c) S.C.D.sik#-1 A k#-7.S.Cl. sik=-7. S.I. sik=-1

d) S.CD. sik#-1 A k=#2 S.Cl sik=2 Sl sik=-1

4) a) k=3 SCI; k#3 SCD b) k=1 SCD; k=1 SI ¢ k=1 k=2 SI; k=1 k=2 SCD
d) k=1 SCik=—2 SI; k#1 k=-2 SCD e) k=1 k=0 SCI; k=1 k=0 Sl

5) a)-5a+2b+c#0 Sl;-5a+2b+c=0 SCI b) Siempre tiene solucion Unica
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Trabajo Practico 6
Numeros complejos

Dados zy=2-i, Zp =—-2+3i,y z3 =1-i, calcular:

z z
(z1+22)2 b) —— c) 221—(23—21)——3
Z9.23 Zy
-1 2 2 37
z z5+|z . i 4 —
|z1|2+ 22 e) 2551 123 f) 8z +— "%z,
Z3 Z4 i

Hallar x e y reales tales que:

y = 3i +xi = 2 —y +5i b) (1+2i).x+ (3 -5i)y=1-3i

X+2—(x-y)i=3y+2i d) (1+i).(x+2y) —(3-2i) ).(x-y) = 8 + 3i

a) Encontrar x para que z = ( 3+ 2i).(x + 6i) sea imaginario puro.
X+ 3i

2-5i

a) Encontrarx paraquez= sea un complejo real.

Hallar los valores de pe R y qe R para que (p+qg)+ (p-q) i seaigual a 2-i.
Establecer las condiciones para que el producto de dos nimeros complejos sea:
imaginario puro b) complejo real

Encontrar Z€ C tal que:

iz=1 b) (3-i).z=i
(1_02:% d) zi+z=2/3-2i
z=1 5, f) —2i_:1+2i
z+1 Z+1
. =27 . -\ .
_1+i(l§—1)| _ _|1_i ! _|19+£1_Z)l|:(2_i).i17

Demostrar que:
VzeC.-z=-z
VZe(C:z.z=|z|2

Vz21eCVzy eCiz4-2y=21-25
Vz1eCVzy eC:z4.2 :2_12_2

Vz1eC,Vz, € c—{(o,O)}:(ﬂj -
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8. Representar en el plano el conjunto solucién de:

a) Re(z) =5 b) -1<Im(z)<3 1. |z +1] >2
d) -1<Re(z)<3 e) |z—-1+i] =2 f) | z+i | = | z+ 2i|
g) |z|2 =742 h) Re(z+z_1)=0 i) z—7=i

9. Dados los numeros complejos:
21=3+i , 2p=-2-2[3i, zz=—1-i, z4=-2 ,y z5=1-3i

a) Representarlosy escribirlos en forma polar y trigonométrica.
b) Resolver utilizando la forma polar. Expresar el resultado en forma bindmica.

L 28 i (2325)"
L 25 7 : 5
iii. 2 iv. (z)

10. Resolver las siguientes operaciones:

12
a) (2- 2i)° b) (1+J§i)4 0) (£+1i]

2 2

11. Sean P(x) = ax? +bx+c con a,bycreales yzeC.Demostrar que:
P(z)=0<P(z)=0

12. Factorizaren R yenC
a) x* -1 b) x* +1 c) X3 —1
d X3 +1 e) x'-3x*-4 f) X —x* +16x—16

13. Obteneren R yenC, las soluciones de las siguientes ecuaciones:
a)x2+4=0 b) -3x2=2(x-2)?-3 c) X’ +x*+x=0
d) 2z2-3z+4=0 e) 5z2-3z=0 f) %zz +22+%:0

14. (*) Determinar el conjunto de nimeros complejos que cumplen simultdneamente las siguientes condiciones:

|z|=2
{Z.Re(z) = Im(z?)

15. (*) Escribir la factorizacién en R de un polinomio p(x) con coeficientes reales de grado minimo tal que tenga a
Z,=5,yaZ,= 2i como raices dobles.
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(*) Ejercicios optativos

Rtas:
1):a)~4;b) -~ ize) D i s i) 22 2
26 26 13 13 13 5 5 13 13
2) a) x=8,y=1; b) x= -4/11, y=5/11;c)x=-2;y=0;d)x=1,y=2
3) a) x=4; b) x=-6/5; 4) p:%;q:%;6) a)z=-l; b)-0,1+0,3.i ; c)z=-0,5; d)z=(—1+J§)—(1+J§)i ;
-4 243, = 3.3 . h)z= 142i
e)z=-2+i; f)z—5 5|, g)z 5 2| ; h)z=1+2i

9)b)i. =64 ;ii. 32-3243i ; iii.0,683-0,183i ; iv. ;T%;ll) a) 512i ; b)-8—8y3i; )1

12)a) En R : (x+1).(x-1). (x>+1); en C: (x+1).(x-1)

—

X+i).(x- i) ;

R N 1 Gt G B
©) En R{x=1)0¢x+1)en C: (x— 1)( X Jﬂ( T 23
d) En R (x—+1)(x*-x+1);en C: (x+1)[x—;+\é—i][x—;—\/§i]

e) En R:(x+2)(x-2)(x>+1); en C: (x+2)(x-2)(x +i)(x —i)

f) En R:(x- )(x —2\/_x+4).(x +2\/_x+4),en(C.( )(x—ﬁ—f)( \/_+\/_)(x+\/_ \/_)(x+\/_+\/_|)

) 8.=0 ,5.=(2,-2 _[4,3,4.3,
13):a) S, =0 ,S.={2i,-2i} b) S. =9,8S. {5 5|,5 5|}
5.~ {0}, s::{o,_uﬁi,_tﬁi} 9S. -2, s@:{h@ié_@i}
2 2 2 2 4 4 4 4
)s, =s‘c:{o,§} 1S,=@, s. ={_3+3i,_3_3i}
5 3 3 33

14) S= {2i;—2i;J§ +i—3 +i}

15) Una solucién posible es p(x)= (x—5)2(x2 +4)2
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