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PROGRAMA DE MATEMATICA PARA CUARTO ANO. 2019

Unidad 1: Funciones exponenciales y logaritmicas

Funciéon exponencial. Definicién. Caracteristicas. Representacion grafica.
Logaritmo: definicidn. Propiedades. Cambio de base.

Funcion logaritmica. Definicion. Caracteristicas Representacion gréfica.
Ecuaciones exponenciales y logaritmicas.

S O OO

Unidad 2:Trigonometria
Primera parte
O Sistemas de medicién angular: sistema sexagesimal y radial.
O Definicién de las funciones trigonométricas. Teorema del seno y del coseno. Aplicaciones.
O Relaciones entre las funciones trigonométricas de un mismo angulo. Signo de las funciones en los cuatro
cuadrantes.
0 Funciones de la suma y diferencia de dos angulos. Funciones del angulo duplo. Relaciones entre las funciones

de los dngulos complementarios, suplementarios, que difieren en ™ y opuestos. Identidades.
Segunda parte
O Ecuaciones trigonométricas.
O Representaciones graficas de seno, coseno y tangente. Funcién armdnica generalizada.

Unidad 3: Vectores en el plano y en el espacio
O Concepto de vector. Versores fundamentales. Expresién candnica y cartesiana de un vector.
Adicién de vectores. Multiplicacién de un vector por un escalar. Propiedades.
Angulo entre dos vectores. Producto escalar de dos vectores: definicién y propiedades Norma de un vector.
Producto vectorial entre dos vectores: definicidon y propiedades. Célculo.
Paralelismo y perpendicularidad de vectores.

S O OO

o3
Unidad 4: Geometria lineal en . Sistemas de ecuaciones lineales.

Primera parte

.z . o 3 .z
O Ecuacion vectorial de una recta en . Interseccién entre dos rectas. Rectas paralelas. Rectas alabeadas.

O Ecuacion general de un plano. Obtencién de la ecuacion de un plano conocidos un punto y un vector normal ;
dados tres puntos no alineados; determinado por una recta y un punto exterior; determinado por dos rectas
paralelas no coincidentes; determinado por dos rectas que se cortan.

Segunda parte
0 Planos proyectantes de una recta.
O Intersecciones: recta —plano y plano-plano.
¢ Distancias: punto-punto; punto-recta; punto plano; recta - recta; recta — plano.
0 Método de Gauss para resolver sistemas de ecuaciones lineales.
Unidad 5: Nimeros complejos

0 Numero complejo: definicion. Parte real e imaginaria de un nimero complejo. Unidad imaginaria. Adicion y
multiplicacién en C. Forma cartesiana y bindmica. Complejos conjugados. Propiedades. Division de nimeros
complejos. Potencias de .

0 Argumento y médulo de un complejo. Propiedades del médulo. Forma trigonométrica y polar de un complejo.
Multiplicacion y divisién de complejos en forma polar y/o trigonométrica. Representacidn grafica de nimeros
complejos.

O Potenciacion de nUmeros complejos. Férmula de De Moivre.
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TRABAJO PRACTICO O

1. Resolver en R las siguientes ecuaciones:

a)(—x+2)3=1 b) x3 =x c)4x*—5x>+1=0
d)(x2—x)2—-8(x2—x)+12=0 e)4x*+15x>—-4=0 f) x2+ (V2 +V18)x =
-6

g (x—1D*-3(x—-1)2=-2 h) (m? — 1)(m? + 3) = 2m? i) 4a’(1—a-
a?) = —a* +ad

j)3(x* —16)(x3 — 2x2 +x) = 0 WZ(1-2y)E+Ty)=0

) (x3 —8)(x3+8)(6x2+7x+8)(1—x)=0 m)9p° —7p” =6p° +2p’

2. Encontrar el conjunto solucién en R de estas ecuaciones:

)x—ju":'+x—_5=E b)x+11=7—9+4x c)4x—3:2x+3—5

x=5  x+5 3 x x2 x 3

1 2 t+1 1

dx+—=5 e)(x —5Vx) +(x—5Vx)+24=0 o=
3. Resolver en R las siguientes inecuaciones:
a)(x+§)(—3x+9)zo b) 2x+1)(Bx—2) <0  ¢)3x%+15x = 0
d) (x +10)? = —4 e)x* < -5 flx—2]-(x*=5)=0
g) x2—x<0 h)x2—§s4—x2 ) (2x —3)2 > 4(x + 1) (x + 2)
Nx?+2x+1<4 k) x3 > x
4. Encontrar el conjunto solucion en R de estas inecuaciones:

25x2—9 2 3 2 3 27-x3
3) s <0 b)r <=5 =35 ) ferar <O

[x—2] x2-5 x2=5 2x—4
e) x2=5 s 0 f) |x—2]-2 s 0 g) |x—=2]+2 — h) x2—9 = 0
)2-3<-1 =2 k) == < —2 =2 <1
5. Dadas las siguientes funciones definidas de su dominio D en R:
)f(x)=x*—2x+1 i) f(x) =x*+5x—2 iii) f(x) = |x — 3|
iv) f(x) = |x* - x| V) ) == vi) f(x) = 5
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a) Hallar dominio e imagen.
b) Clasificarlas de D en Ry hallar conjuntos mayorantes en los que sean biyectivas.
c) Endichos conjuntos, hallar la funcién inversa.

Conjunto mayorante: Maximo en sentido de inclusién.
1 . . 2
6. Dada larectar:y = —5X + 1, obtener la ecuacion de la recta s que cumple con la condicién

establecida en cada item:
a)s// r y contiene al origen de coordenadas; b) sLr y tiene ordenada al origen -3;

c)s-Lr einterseca al eje de abscisas en -3; d) s //r y contiene al punto (2/3; 9).

7. iPara qué valor de m, las rectas :(5Gm—-—1)x—y+2=0y s:3x —6y+9 =0 son

perpendiculares?

8. Un auto circula por la ruta 2 y la distancia (en km) que lo separa de Buenos Aires en funcidon del
tiempo (en hs) esta dada por una funcion lineal. Se sabe que a las dos horas de haber partido de la
ciudad de origen se encontraba en el km 150 y que media hora mas tarde se encontraba a 100 km
de Bs. As.
a) Encontrar la férmula de la funcidn lineal de la que habla el enunciado.
b) ¢Qué pardmetro de la férmula hallada en el item a) indica que el auto se acerca a Buenos
Aires? ¢Por qué?
c) ¢A qué distancia de Bs. As. se encontraba el automovil en el momento de partir? éA qué
velocidad circula?
d) ¢En qué momento pasé por el km 225 de la ruta?

e) Graficar e indicar un dominio que dé cuenta de la situacion.

9.Escribir la formula de una funciéon cuadratica definida de ~ en ~ que verifique lo pedido en cada
caso:

a) su vértice es el punto (-6; 0) y tiene concavidad positiva.

b) su vértice es el punto (—1; -3) y contiene al punto (1; -2).

c) susraicesson Oy -2 ytiene concavidad negativa.

d) sus raices son 3 y -1 y contiene al punto (0; 1).

e) tiene un maximo en x=-3, f(-3)=6 y f(0) =0.
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f) escreciente en (—oo; -3), f(-3)=6 y f(0) =0.

10. Se estdn haciendo pruebas desde un submarino lanzando misiles desde cierta profundidad y
registrando su altura, medida en metros respecto del nivel del mar, en funcion del tiempo,
medido en segundos.

Un misil fue lanzado desde una profundidad de 160 m, atraveso la superficie a los 2 seg. de haber
sido lanzado y exploté contra el blanco que flotaba en el mar 6 seg. después.
a) ¢Cual es la variable independiente del problema? ¢Y la dependiente?

b) Definir la funcion que permite calcular su altura en funcidn del tiempo sabiendo que se trata
de una funcion cuadratica. (Nota: Dar un dominio que sea coherente con la situacidn
planteada.)

c) ¢éCual fue la maxima altura que alcanzé el proyectil? éEn qué momento sucedid?

d) ¢A qué altura se encontraba 1 seg. después de haber sido lanzado? éY a los 3 seg.?

e) ¢En qué intervalo de tiempo estuvo por encima del nivel del mar? ¢Y por debajo?

11. Resolver analitica y graficamente los siguientes sistemas de ecuaciones:

y =« y=x*—x—6 y =—=3x(x +2)
){y=x+2 b){y+10=3x c){y=4(x—1)(x—3)

12. Factorizar cada uno de estos polinomios:

a)P(x) =x*—x b)S(x)=%x3—8 c)Q(x)=x*-5
dT(x)=0C2x+1)*—-9 e) R(x) = x* — 12x% 4+ 9x? f)U(x) = 25x* — 16
g P(x) =823 +6x2—5x—3h)Q(x) =4x* — 62 —6x+4  i)S(x) = —%t‘* — 6+ 242t

DTx)=x*+5x*+3x—9 kMx)=x*—x>—8x+12 I)N(x)=x*+x*+7x*+9x — 18

13. Indicar para que valores estan definidas las siguientes expresiones y simplificarlas.

a) x*-16 b) x6-1 0 2t342t%242t42
x*—2x2-8 x2-1 t2+t

d) x*—2x3-x242x ) —x343x2%2-4 ) 3x3-3x

x3—-2x2 x3+x2-6x 2x3-2x2



- Colegio Nacional de Buenos Aires-
Matematica - 42 Aho — Guia de Trabajos Practicos

Respuestas
1. a) {1} b){0; 1;-1} ¢){1;-1;%;-1/2} d){3;2;-2;-1} e){1/2;-1/2} f){-3v2;—V2}
8 {2,0,v2 + 1, —v2 + 1} N {333} 0 {0,222 22,011 k) (20/3;-3/2)

{043, -3}

){2;-2; 1} m) {0;V3; —V/3}
2. a){-10;10} b){3;-1/2} c){6;-1/6} d){4} e){16;1;9;4} f) R-{1;1}

3. a)[-1/5;3] b)(-1/2;2/3) ¢ R OV0+0) R o) @

(—oo;—\/g]u[\/g;+oo)u{2}

f) g) (0;1) h)[-3/2;3/21 i) TV ;)

k) (L0 (1 +o0)

4.2)9  b)(-10/3;0) ¢)(-10/3;0) d)(3;+*) e (~5:+5) H | —/5;0)u| V5:4)

. |—/5; 5 ]

h) (-3; 2]V (3;+ ) i) (-2;0) V(L + ) j)(-=<;0) k) (-7/2;-2) 1)(-1;-1/2)
6. a)y=-0,5x b)y=2x-3 c)y=2x+6 d)y=-0,5x+28/3

7. -1/5

8. a) y =-100 km/h x + 350 km c) 350 km; 100 km/h d) Alas 1,25 h (1 h 15 min.) de haber
partido.

9. a) Una respuesta posible esy = (x+6)> b)y=1/4 (x+1)?2-3 c) Una respuesta posible esy = -
x(x+2).d)y=-1/3(x-3)(x+1) e)yfly=-2/3(x+3)’+6

10. b) f(t) =-10(t—2) (t—8); Dom(f)=[0; 8] c) 90m alos5seg. d) A70m bajoel mar. e)
(2;8) vy [0;2)

11. a){(2; 4); (-1; 1)} b) {(2; - 4)} )@

12. a)x (x-1) (x+1) b)1/27 (x-6) (C+6x+36) ) (x-V5) (x +9)

d)4(x-1) (x+2) e 4x2(x-3/22 )25 (x-2Y5/5) (x+2V5/5) (@ + 4/5) ) 8 (x+1/2) (x
+1) (x-3/4)  h)4(x+1)(x-1/2) (x-2)

)-1/2 t (t+2) (t-V2) (£ +Y2) ) (x-1) (x+3)2 k) (x - 2)2(x +3)

1) (x-1) (x + 2) (x2+ 9)

2
13. a){x e R/x # -2 Ax # 2}; ;::; b) {x € R/x # —1 Ax # 1}; (x*+x+1) (x3-x+1)
2 -
oix €R/t# —1At#0}; 2("—:1) d) {x € R/x # 0 Ax # 2{x€R /x#0Ax 2} S+
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TRABAJO PRACTICO 1

Funciones Exponenciales y logaritmicas

Los siguientes problemas son un extracto de los “Aportes para la ensefianza. Nivel Medio”. Ministerio de Educacion.
CABA 2007.

PROBLEMA 1: LOS CUADRADOS SOMBREADOS

Observen la siguiente figura:

“A partir de un cuadrado realizaremos una nueva construccién: se trazan las diagonales y por cada vértice se dibuja una
paralela a la diagonal. A esta construccién que da origen a otra figura la denominaremos el paso.”

a) Comparen el drea del cuadrado obtenido en el paso 1 con el drea del cuadrado original.

b) Si se repite el paso varias veces épodrian indicar cémo seran las areas de los cuadrados que se van obteniendo
respecto del cuadrado original?

c) Sillamamos A al drea del cuadrado original, determinen qué area tendrd el cuadrado generado en el paso 17.

d) ¢Se podria dar una expresion generalizada del area del cuadrado obtenido en el paso n? (también en este caso el
cuadrado original tiene area A).

PROBLEMA 2: LOS CUADRADOS SOMBREADOS
Observen la siguiente figura:

EF—

A un cuadrado -el mds grande, que llamaremos inicial - cuya drea es 1, se le trazaron las medianas y se sombred el
cuadrado inferior derecho. En este caso se llama paso al trazado de las medianas y al sombreado del cuadrado inferior
derecho. Al cuadrado que queda determinado en la parte superior izquierda se le trazan sus medianas y se sombrea el
cuadradito que queda en la parte inferior derecha. Y asi se continta.

a) ¢Cudl es el area del cuadrado que queda sombreado en el primer paso, en el segundo y en el cuarto?

b) ¢Habra algin paso en el que se obtenga un cuadrado de area 1/60?

c) Si sabemos que el drea que quedd sombreada en el séptimo paso es 1/16384 ¢cudl sera el area sombreada en el
cuadrado que se obtenga en el siguiente paso? ¢ y en el anterior?

d) ¢Habra una expresidn general que me permita saber el drea de los sucesivos cuadraditos sombreados segun la
cantidad de pasos que se hicieron?

e) ¢Podrian contestar la pregunta anterior si el area del cuadrado original fuera A en lugar de 1?
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Se parte de una muestra de dos kilogramos de una sustancia que se reduce un 75% cada afio.
a) ¢Cudnto tiempo habrd pasado para que quede una masa de é kg?
b) Definir y graficar una funcién que modelice el problema.

c) Lamasa, épuede desaparecer? Justificar la respuesta.

Sean f;: R — Rtales que:

fulx) = 3" flx)= 31 folx) = -3
fa(x)=2.3% fs(x) = 3*+1 fa(x) = -2.3*
f3(x)= 3> fo(x) = 3% fo(x)=-3* +1

Para cada una de las funciones:

a) Obtener la ecuacién de la asintota horizontal y la interseccién con el eje y.
b) Indicar intervalos de crecimiento o decrecimiento.

c) Representar graficamente.

Hallar los nimeros reales a y b tal que la funcién f: R - R/f (x) = 2**® + b tenga asintota horizontaleny =1 y

f(2)=3

Hallar, si existe, el conjunto de ceros, la interseccidn con el eje de ordenadas, la ecuacién de la asintota y graficar
aproximadamente las funciones exponenciales cuyas férmulas estan dadas por:
1 pe
a) fiR- R/f(x)= 3-(5) -1
4\* 3
b) fiR-R/f(x)=-2-(5) +3

3

o fR-R/f)=(2) +1

. . , .y . . )y — X
Hallar, si existe, la formula de una funcién exponencial f creciente de la forma f(x) = k.a* + b

f(x) = k.a® + b con asintota horizontalenY = —3 y tal que f(0) = =2 Es dnica?.

f(x)=a.b”*+c

Dada la funcién exponencial dada por la férmula , Sse saben los siguientes datos:

Co={1}; y=-3 es AH,; P,=(2;3)

pertenece al grdfico de “f”. Hallar los valores de los nimeros

reales “a, by c”.

Resolver las siguientes ecuaciones:

1 X+5
L
a) 7M=1 b) 3*2=9 ¢) 2542= 5% d) [2J
32=27 0 V2 =4 g2 va =80 ) 17.6"12.67 =5
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8. Resolver cada una de las siguientes ecuaciones:

2

a) 2.3*:9.5 b) Vax ! =§/8E 0 JA2 +4/2 = 2%

- 1 1-X
42 :(—J X+3 _

f) 4.321417.3*-7=0

gx_gx >
g) 20
9. Anpartirdel graficode f:R - R/f(x) = (%)xobtener los graficos de:
fR->R/f0) = () +3 frR-R/Lm =-(2) +1
frR-R/G00) = (1) feR-R/f0) =— (1) -3

1

fiR - R/ = ()

En cada caso escribir el conjunto imagen, la ecuacién de la asintota horizontal, interseccion con el eje “y” y el conjunto
de ceros.

10. calcular, utilizando la definicién de logaritmo
a) log\/gé b) log1 /3 c)log 381 d)log, a (cona>0,a* 1)
3

e) In(e®) f)InSe g)In G) +In G) h) log, (S) —log, (%)
11. Definir funciones logaritmicas de la forma f;: A; = R/f;(x) = log,(x — b) que verifiquen las condiciones dadas y
obtener el grafico aproximado de cada una de ellas:
a) Tenga asintota vertical en x = —2 y pasa por el punto (2; 2).
b) Eldominio es (4;+0)y pasa por el punto (6; —1).
o) fH0)=6yIm(f™) = (5; +).

12. Graficar cada una de las siguientes funciones f;: A4; = R, indicando: dominio, ecuacién de la asintota vertical,
interseccion con el eje y, ceros, conjunto de positividad y negatividad, crecimiento y /o decrecimiento.

log, x log,
2) i) = logax b) falx)=- # o hix)=1- *
d) fa(x)=2.log>x e) fs(x) = In(2x —6) ;) fo(x)= log(2x + 3) +log(4 —x) —2
log, x
g flx=' ¢ i) fa(x) = log [x+5|

13. Una técnica para descubrir la antigiiedad de un objeto es medir la actividad (A) de carbono 14 presente en el
mismo. Esta actividad viene dada por: A = 15,3.(0,866) ' donde t es la antigiiedad en miles de afios y A se mide en
desintegraciones por minuto por gramo (dpm/g) de carbono 14.

Calcular la antigliedad aproximada de un objeto en el que A= 7,65 dpm/g
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InP=In2,4+1,84.A

14. La férmula de Ehremberg es una férmula empirica que relaciona la altura A (en metros)

con el peso P ( en kg fuerza) para nifios entre 5y 13 afios. Se pide:
a) Calcular el peso aproximado de un nifio de 1,20m de altura.

b) Calcular la altura aproximada de un nifio que pesa 40 kg.

(—2x+3j
logs =1
15. Encontrar, si es posible, x €R / x—1

16. calcular:

|091\/5T3
5

log_5 (2730 l0g /5 ——
2) 955(27) o 5125 g %3

b)

17. Qué relacién tiene que existir entre ay b para que se verifique que:

loga+logb=0 (4, b € R)(a b € R)

18.
a) Calcular a sabiendoquen =2 y (64n) =5
b) Sabiendo que a = 0,32 y b = 0,43, calcular:

i. (a-b)
ii. (a3)
iii. (b—z)
iv. a
V. X

19. Laintensidad “I” de un terremoto medida en la escala Richter estd vinculada con la energia liberada (en Kwh) en el

mismo mediante la formula:

I= % . /ogEL
0 Donde Eg= 7. 1073 Kwh.

Calcular:
a) Laenergialiberada en un terremoto de intensidad 8 en esta escala.

b) En cudnto aumenta la energia liberada si se aumenta en una unidad la intensidad del terremoto.

20. Resolver en RR;

a) 3V logx +logx =10 (Pista: sustituir 3“ logx ) b) log(x?) = (log x)?
3
c) loga(x?) +(logx)?t =-2 d) log,(9-2*) = 3-x
) {In(Ze)Hn(ieﬂ.lnx:Q
e) In(2x* +x+¢€) =1 f 2

10
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21. En cada caso, encontrar k, a y ¢ para las funciones definidas por f(x) = k - a* + c:
a. LospuntosP = (1;-5)yQ = (2;—17) pertenecen a f(x) ytiene AHeny =1

b. Sabemos que f(—1) = —% ; fT (— ?) = 1y la ordenada al origen de f(x) es el punto (0;-2)
c. Elconjuntoimagen de f(x) es (—o; 4); el C° = {%}yf‘l (Z) =0

2

22. Un grupo de cientificos estudié la cantidad de arboles jovenes existentes en un bosque, ya que notaron que la
misma decrecia con el tiempo debido a la existencia en la zona de residuos industriales. Llegaron a la conclusion

//t ”

que, la ecuacién que mide la cantidad “qg” de arboles jovenes a medida que transcurre el tiempo medido en

anos es:
q= 200.6_0’025't

Si la investigacion se realizé a comienzos de 2015 (t=0). Se pide:
a) Calcular aproximadamente la cantidad de arboles jovenes presentes en ese instante.
b) Calcular cuantos arboles se espera que haya a comienzos del afio 2030.

c) Estimar para qué aio se espera que cantidad de arboles jovenes se haya reducido a la mitad.

23. Encontrar el error del siguiente razonamiento:

(=1)* =1* = log, (~1)* =logy 1* = 4log, (~1) = 4.log, 1

(por propiedad de logaritmo de una potencia)

Aplicando logaritmo a ambos miembros

log, (—1) =log, 1= —1=1

, por ser log una funcién inyectiva

24. Resolver en RR;

) logs (2 —12x+20) =2 b) (logx)? —logx—2=0
0) |0935X+|0935(12_X):1 d) x1°9% = 100x
1
|ogz{|ogz£ \/ﬁﬂﬂ; p 10%.100’% =100 g, log,x+log, x=1
)

25. seaf:ASR =R f(x) =k +loga(x +b),

a) Encontrar a,kyb€ R sabiendo que los puntos (0;-3),(1;-4) y (—%; —2) pertenecen al grafico de f,

b) Para los valores obtenidos, analizar la existencia de la funcién inversa vy, si es posible, obtenerla. Si existen,
encontrar las intersecciones con los ejes coordenados.

c) Graficar ambas funciones en forma aproximada e indique ecuaciones de las asintotas.

11
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26. Para el siguiente grupo de funciones se pide:

fx)y=3*-1 g(x):%-2x+1—3 h(x) = (3x +2) j)=nin(x+1) -1

a) Asintotas, intersecciones con los ejes y conjuntos dominio e imagen.
b) Expresion de la inversa.

¢) Representacién de ambas funciones en un mismo sistema de ejes cartesianos.

27. Lasiguiente informacion fue tomada del diario Los Andes del 3 de septiembre del 2024:

Los casos de sifilis en la Argentina registraron un pico histdrico, segin informé el Ministerio de Salud, tras observar una
tendencia creciente de la misma y convirtiéndose asi en la infeccién de transmision sexual (ITS) que mds cantidad de
casos en aumento reporta. De esta manera, con 32.293 casos en 2023, el organismo registré la mayor cantidad de
contagios de las ultimas tres décadas y advirtié que “continda siendo un importante y creciente problema de salud
publica”.

Respecto a los grupos etarios mas afectados, se detectaron mayor cantidad de contagios en las edades de 20 a 24 afios,
seguido por los 25 a 29 afios y 30 a 35 afios, con una tasa de incidencia de 219, 185y 126 casos cada 100 mil habitantes
respectivamente. En cuanto al sexo, se aprecia un predominio femenino (55,4%), especialmente entre los 15 y 39 afios,
siendo que a partir de los 50 la mayor cantidad de contagios corresponde al sexo masculino.

Grafico 2: Evolucion de las tasas de sifilis en poblacion general por region en ambos sexos.
ARGENTINA. Periodo 2018 - 2023. (n= 129.620)
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Centro = Cuyo e NS ——\0) 4 Sur == d@es Total PAIS

La funcién que modeliza de forma aproximada la evolucién de la tasa de sifilis en el total de nuestro pais a partir del
2020 es: S(x) = % . @05X+0,6_

a) ¢Cudl podria ser la tasa aproximada de sifilis en el 2025 segun estos registros?
b) Investiga formas de prevencion y tratamiento de la infeccion.

12
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Respuestas
1. a)3;¢)No.
2.
AH Orde
nada
y=0 y=1
y=0 y=2
y=0 y=1
y=0 y=1/3
y=1 y=2
y=0 y=1
y=0 y=-1
y=0 y=-1
y=1 y=0
3. a=-1y b=1
5. k=1;@ €ERI,@a€ERZ po3,
6. A=1/2;B=3yC=-3/2
7. a)x=4; b) x=0; c) x=4/3; d) x=-7; ) x=6; f) x=5; g) x=3; h)x=0.
8. a)x=0,5;b)x=-1 ; c)x=0,75; d)x=-1; e)x= -6,5; f)x=-1; g) x= 1/3
9.
10. a) -2; b) -1/2; c=8; d=1; e=5; f) 1; g)0; h)-1

11, oy, ) > 7T =log, (x+2) o (otee) > T () =log,, (x-4)

0a€Rt; b=5
13. 4.818 afios.
14. a) 21,8kg; b) 1,52m.
15. x=6/5
16. a)—60; b) 3/2; c) —6; d)0.
17. ab=1
18. a=4; n=16.
19. 7.10°

, b) f2

2

20, 3510} 7]
. a)S= ;b) $={1,100} ;c)S= d)S={0,3}; e)S={0,-1/2}; f)S={e®}
21. a)k=-2,a=3yc=1 b) k=1; a=2/5y c=-3 c)k=-1/2;a=4yc=4
22. a) 200; b) aproximadamente 137; c¢) aproximadamente 28 afios.

23.

24. a) s ={1,11}; b) S={100, 1/10}; c)S={7,5}; d) S={100, 1/10}; e) S= {2128} ; f) S={1,2} g) 2%3;
25. a)a=%; b=1; k=-3.
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Trabajo Practico 2

Funciones Trigonométricas

Si bien las cuerdas vocales no son cuerdas, su vibracién puede entenderse como una cuerda fija sostenida por los
extremos (tal como las cuerdas de una guitarra) y la vibracion de esta se representa por una onda sinusoidal:

En 2023, el Prof. Harry Howard de Tulane University dicté un curso de fonética y fonologia espafiolas donde explica
que “un fenémeno peridédico como la vibracién de una cuerda o la subida y bajada de la presion del aire se mide por el
numero de veces que ocurre por unidad de tiempo, conocido como su frecuencia. En el Sistema Internacional de
Unidades, la medida es el hercio (Hz), que indica veces por segundo.”

En la siguiente figura, el profesor compara dos frecuencias de voces distintas:

1
D
i
s D
a ()d
C
e
1“_5
e
n
t
-1

0 . . ; 4 . 6 78

Cuando grabamos un sonido en la pantalla vemos la forma de onda pero no siempre es facil describir el ciclo de la
misma. En algunos casos, alcanza con amplificar la imagen (como se muestra en la siguiente imagen) pero no siempre
esto es posible.

M

forma de onda

uu'!,',u '.‘ jlf
MNP

Forma de onda sin amplificar Forma de onda amplificada

Por su parte, Ailyn Echavarria y Sara Palacio de la Universidad de Antioquia comparan la variacién de frecuencia de las
voces de hombre y mujeres:

14
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frecuencia

density

0.0
tono

Figure 2: Distribucion tono mujer

Esta comparacion les permite arribar a dos conclusiones fundamentales:

vozl
voz2
voz3
vozd
vozs
voZ6
voz7

voz8

fracuencia
voz!
voz2
vezld
vozéd
vozb

\ vazt
voz7

voz8
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- Eltono de los hombres y de las mujeres presentan una significativa diferencia, esto lo podemos observar a
través del coeficiente de variacion y los graficos comparativos, también podemos recalcar que los promedios
obtenidos se encuentran dentro de los rangos establecidos de frecuencia para hombre y mujeres adultos.

- Las personas tienden a asociar al tono de voz con un tipo de persona.

Al respecto de esta Ultima conclusidn, les proponemos leer el articulo de Sara Carreno en su blog Club del lenguaje no
verbal donde presenta un analisis de cémo las personas modulamos nuestra voz en entornos profesionales y cémo
esto afecta a las evaluaciones de los oyentes sobre la competencia y autoridad de los oradores. En particular, hace un
interesante andlisis de las voces femeninas y masculinas en estos contextos.

Para terminar, les proponemos reflexionar sobre el articulo de Andy Falconaro “La voz con perspectiva de género”
donde la autora nos propone repensar las clasificaciones vocales que actualmente se dividen categéricamente en
femeninas o masculinas sin atenden a diversidades que actualmente existen producto de construcciones sociales que
tienen injerencias en los tonos vocales, por ejemplo, por el consumo de hormonas.

Si te interesa leer un poco mds de informacién sobre lo que acd resumimos, te compartimos los links de acceso a la
informacion de origen:
- https://www?2.tulane.edu/~hOWard/FonFonEsp/visualizacion.html

- https://rpubs.com/Aylincristina2007/978518

Problemas

1) Completar las tablas estableciendo las equivalencias entre el sistema sexagesimal y el circular

a) | sexagesimal | 360° | 330° | 300° | 270° 150° 120°|90°| 60° 30°

circular 21 =16 | =« T T

b) | sexagesimal | 1° |300°30" | -1250°

T
circular 3 12

2) Mediante el uso de las identidades trigonométricas fundamentales, calcular el valor de todas

las funciones trigonométricas restantes, en cada uno de los siguientes casos:

a)senaz—% sin<a<37” b) tga = 2 si0<a<§
secow# si. -5 <a<0
<)

|a]

tgo=a = |seno.cosa|=
3) Demostrar que

a’ +1

16
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4) Se quiere reconstruir un tridangulo del que sdlo se

conserva el fragmento que indica la figura. éCual

es la longitud de los lados faltantes?

* 5) Suponiendo que las drbitas de la Tierra y de
Venus al girar en torno al Sol son circulares
y que sus radios respectivos tienen una
longitud de 150.000.000 km vy de
109.000.000 km respectivamente. ¢A qué
distancia maxima y minima, se encuentra

Venus de la Tierra cuando el dngulo de

observacion Sol-Tierra-Venus (& en la

figura) es de 22°? Expresar el resultado con

3 cifras significativas.

6) Desde dos puntos Ay B situados sobre
la costa y distantes 3600m, en un
terreno plano, se divisa una isla
cercana. Con los datos de la figura,

calcular la longitud “x” de la isla.

7)  Dos motociclistas parten del punto en que se
bifurcan dos carreteras rectas que forman un angulo de
55°. Si viajan con una rapidez constante de 90 km/h y
120 km/h respectivamente /A qué distancia se

encuentran uno de otro al cabo de 3 minutos?

R 3

l¢—— 50em —H

~o -

(T) - Tierra
X
e 1 AN
7
,,__'__b(V') Min
/,/ I N
. . _.' . AN
/ by S
’ N
/I I \. \“
N 1 \ \
1 . ‘|
1
b (S)-Sol @ .
\ RN \ 1
\ M ~ . 1
\\ < \ II

Max

3600m
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* 8) Verificar las siguientes identidades. Determinar, en cada caso, el conjunto en el que son

validas
cosal _ seno ) ) )
) cotgor p) COS” oL —sen oa=1-2sen“a
(tgoc—1)2:seczoc—2tgoc 1 =1- 1
c) d) sec? o cosec’al
1
_ _ =(1-sena ) (1+sena
e) seco —Ccosa = sena.tga 9 ‘I+tgza ( )( )
cotga—1 cosec a 1+seca
1-tga B seca coseca = sena+iga:
g Y h)
i) cot gza —cos* o. cosec?o. = cos? o i) sect o — tg4a =1+2 tgza
coSs oL+ Sena
seca.senoL +1= ——— 1) tgo+cotga = seca.coseco
k) cosa

seco+1  tga
tgal seca —1

m) (seno + <3030c)2 =2 tga.0082 o+1

n)
*9) Reducir cada una de las siguientes expresiones
sen(ou+B) + sen(o — B) ‘= 2seno —sen(2a.)
a) cos(o —B) —cos(a. + ) b) 2seno.+ sen(2a)

10) Verificar las siguientes identidades. Determinar, en cada caso, el conjunto en el que son

validas
2o(}) ¢ (3)
Senﬁzm Cos o =——--%
+1g° |+ @
a) 2 b) 1+1tg (2)
2t tg(2
0(28) =0 2-+1g2)tgp =20
11) Resolver las siguientes ecuaciones trigonométricas en el intervalo [0;2”)
a) 2 .cos(2x)—-1=0 b) cos’x—sen’x =1
0 2.sen x—sec x=0 d) sen(2x).cosx—2cos3x:0

18
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12) Resolver las siguientes ecuaciones en R:

—2+\/§cosecx =0

a)
-1
0 cos(2x)_2
2,1 1
e) COS” X+ 5 Senx 2_0

g) senx+tgx=0

] sen’x +cosx =2
1

) 4 seczx—tgzx:7
m) 4 sen’x—8senx+3=0

0) tg4(p—2 secch+3:0

b) C0s% X = COSX
1 secx—tg?x =1

d) 2

) secx+tgx=1

h) sen(2x)+sen(4x)=0

j) COSX—2 sen’x+2=0
1) cos(2x) =1—senx

n) 2sen(t). cos? (t)= —@ cos(t)

sen X+./senx =0

p)

13) Verificar las siguientes identidades, presuponiendo vdlidas las operaciones algebraicas que

se realizan.

cos®x + sen’x

+
a) COSX + senx

=1-senx.cosx

cos(-x) sen(-x)
b) 1+ tg(-x) 1+ cotg(-x)

=senx+ cosx

) cosec’x —cosec?x = cot g4x + cot gzx

cotga-tga

=cos(2a)
d) cotga+tga

(Ayuda: Recordar cémo se factoriza a3+b3)

14) Ejercicios para trabajar con un software de apoyo — (Se sugiere Geogebra)

Dadas las siguientes funciones definidas de R en R:

a)¥= sen(2x)

b) y=1 sen(%)

19
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c) y =cos cos (x+%) d)y:2sen(%x+%)
o) y=5.sen(3x+%) f) y = —4 cos cos (2x+2§)

Se pide, calcular:

i) Amplitud, pulsacién, angulo de desfasaje y periodo.
ii) Representacion grafica aproximada

ili) Maximos y minimos

iV) Co, C+, C.

15) El grafico siguiente, corresponde a una funcidn de la forma f:R - R/f(x) = Asen(bx + c)

1.5

-1.5

a) Encontrar 4, by c.

b) ¢Son unicos los valores determinados en el item a?

16) a) Representar graficamente f:R — R/f(x) = 2sen (3x n 37")

b) Determinar amplitud, pulsacion, periodo y desfasaje.
c) Encuentre una funcién g: R = R que tenga la misma grafica que f, pero que responda a

una férmula del tipo g(x) = A cos cos (ax + b) . Justificar la respuesta.

20
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17)

18)

19)

20)

a)

Una boya en un canal se balancea hacia arriba y hacia abajo con el movimiento de las olas
describiendo una trayectoria sinusoidal. La boya se desplaza un total de 60 cm desde su punto
mas alto hasta su punto mas bajo y regresa a su punto mas alto cada 10 segundos. Sabiendo
gue en t=0 la boya se encuentra en su punto mas alto, escribir una ecuacién que describa su

movimiento. Realizar un grafico aproximado.

El nimero de predadores y el numero de presas, en un sistema predador - presa tiende a

variar periédicamente. En una cierta regién con halcones como predadores y roedores como

R = 1200+ 300 sen(gt)

presas, la poblacion de roedores R varia de acuerdo con la ecuacion y la

T T
H=250+253en(7t—7)

poblacién de halcones varia con la ecuacion , con t medido en afos

desde el 1° de enero de 2010.

a) ¢Cudl eralapoblacion aproximada de roedoresy cudl la de halcones el 1° de enero de 2010?

b) ¢Cuales son las poblaciones méaximas de roedores y halcones? Estos maximos, éocurren
alguna vez al mismo tiempo?

c) ¢En qué fecha se alcanzd la primera poblacién maxima de roedores?

d) ¢Cudl es la minima poblacion de halcones? éEn qué fecha se alcanzé por primera vez?

Resolver en R:
sen(2x+%) =sen(%—x) b) sen(2x—2)=cos(£+x)
" sen(2x+%)=cos(%—x) d) tg(% —2x) =tg(3x)

Seaf:R->R/f(x) =-2 (bx+§) conb € R*

2n
a) Obtener b sabiendo que la distancia entre dos ceros consecutivos es 3 .

b) Encontrar el conjunto de ceros, el conjunto de valores de x para los cuales “f” presenta
maximos y minimos.

c) Realizar un grafico aproximado.

21) A partir del grafico de la funcion f(x) = cos (x), indicar lo pedido en cada caso:

a) ¢Cual es laimagen de la funcién f(x) = 2cos (x + m)?

21
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b) ¢éCudl es el periodo de la funcién f(x) = —2cos (4x)?

c) ¢éCudleslaimageny el periodode f(x) = 3 cos cos 2x +m) — 1?

22) Para las siguientes funciones, se pide: calcular la imagen de f, los ceros, en qué puntos alcanza
el maximo valor y en dénde alcanza el minimo valor. Trazar el grafico de cada funcién y dar intervalos
de crecimiento, C*y C~

a) f(x) = —4sen(x) +2en|[m; 3n)

b) f(x) =—3cos(x) +3en [—n;%n)

c) f(x) =—sen(x)+ len[—m;m]

d) f(x) = —4cos Gx) + 2 en [—m; ]

23) Considerar la funcién f: R — R/f(x) = a - sen(bx), con a y b niUmeros reales:
a) Determinar los valores de ay b para que f(x) tenga un maximo en el punto (g; 3).

b) Decidir si los valores de a y b hallados en el punto anterior son los Unicos posibles que
cumplen la condicién pedida.

c) Paralos valores de ay b hallados en (a), determinar el periodo de f(x).

24) Dado el grafico de la siguiente funcidn trigonométrica:

412)

[\

AR A

Sabiendo que la funcidn es de la forma: f(x) = Acos(Bx) + C
Hallar los valores de A, By C. Calcular los ceros de la funcidn visibles en el gréfico. Luego, con los

valores de A, By C hallados, graficar la funcién g(x) = Asen(Bx) + C
22
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Respuestas
1)
a) sexagesimal | 360° | 330° | 300° | 270° | 240° | 210° | 180] | 150° | 135° | 120° | 90° | 60° | 45° | 30°
. Mn | 5 | 3m | 4m | T Sp | 3n | 2n f o)
circular 21 6 3 2 3 6 T 6 4 3 2 3 4 6
b) | sexagesimal 1° 300°30° -1250° 171°53°14,4” 15°
601
circular % =0,017 350 = 0.245 _%85,[ = -21817 3 %
2)
sen cos tg cosec sec cotg
2 _5 2 ) 1 5
a) 13 13 5 12 5 12
25 J5 5 1
b) 5 5 e J5 ?
_1 3 3
¢ 2 7 3 2 23 -3
3
4) 32,64 cm y 64,28 cm aprox 5)4,57.10" km y 2,32.10% km 6) aprox. 3570m 7) 5,03 km aprox
2( o
(%)
9) a) cotg B b) 2
T
L 0;n 4
11) a) {52, 15,11} b) o4l
{2.31,7.51
224" 4

12) Nota: En todas aquellas respuestas en que el resultado depende de un paradmetro “k”, el mismo debe ser un
numero entero.

x=Z4+2kn v x=2E4+2kn X=—+kr v x=2kn X=1~ +Kn
a3 3 b) 2 o T8
d) @ o x="+lkn  fXTKT g) X=Kkm
km X=i£+2kﬂ: T 21 am
h)yx=— Vv X == i) 3 j)x=;+k7r \Y x=?+2kr[ \Y x=?+2k7r
n k= b1 5n
X=—"+—— Xx=kn v X=%+2%n v X=—7+2kT
k) 4 2 1) 6 6
T 5n b b1 2n
X=—=+2kn Vv X=—F7+2k= t==+kn v t=—%+kn v t==—"+kn
m) 6 6 n) 2 6 3

23
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o=T KT ’
o) 4 2 p) T
2T x=30 cos(%t) v x=30 sen(%t+%)
15)a) A=1,5;b=2yc= ? 17)
18) a) 1200y 232 b) 1500, 275, no c)
1/1/2011 d) 225, 1/7/2013
{%Jr%kn,an} {%+2k7”,111—2”+2kn}
19) a) b) c)
2 T o kr
{ 36+3kn, 7 +2kn} {15+ 5 n}
d)

bzi sz{xeo /x——fn+£n CMsz{xe" /x——fn+ﬁn}

20) a) 2 b) 3 ; Cnax= 3

24
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Trabajo Practico 3

Vectores en el plano y en el espacio

1. a) Escribir las componentes cartesianas de CE.

b) Expresar en forma canonica EC. c

c) Ubicar en el grafico los puntos P = (-3;-5)y Q= ___ D __.12
(1; -2), graficar el vector P_Q) y el vector ¥

equipolente con PQ con origen en O = (0; 0).

2. Dados P = (-3; 2) y Q = (3; 0) obtener:

a) Las componentes de PQ y expresar dicho vector en forma candnica.
b) 1PQIl Y QP

c) El versor asociado a PQ.

d) Un vector de médulo 3, con la misma direccion de PQ, pero de sentido contrario.

3. Si ABCD es un paralelogramo y O es el punto de interseccidn de las diagonales,

realizar en forma grafica las siguientes operaciones:

a)2-AB + BD b) > AC +-- DB
c) AC + A0 — CO d)2-AC —BC—2-AB

4. Sean los vectores i =3-i+) y v = (—2;5). Hallar, en forma analitica:

a)u+v b)3-u—-v c)

N | =
<l
[
[\SH NS
U

5. Dados A=(2;-1),B=(3;-1), C=(1-k; 3) y D = (5; 2k+9), ¢,cual es el valor de k para que

AB y CD sean equipolentes?

6.Dadosu =2t—jy v=1—3"f
a) Obtener u + v.
b) Comparar ||u + 7| con |[d|| + |||

c) ¢En qué caso se verifica la igualdad ||u + V|| = |[u|| + ||1V||?

25



- Colegio Nacional de Buenos Aires-
Matematica - 42 Aho — Guia de Trabajos Practicos

7. Calcular, en cada caso, la amplitud del angulo determinado por los vectores indicados:

a)d=3i+ y b=1t+2). byd=-3t+) y b=6i—2].

8. Dados los vectores U = (2; k) y ¥ = (3; —2) calcular el valor de k tal que:

a) Los vectores sean paralelos.
b) Los vectores sean perpendiculares.

9. a) Averiguar si estan alineados los puntos A = (-2; -3), B=(1; 0) y C = (6; 5).
b) Calcular el valor de a para que los puntos A =(2; 1), B = (4; 2), C = (6; a) estén alineados.

10. Sean en el plano, los puntos A= (1;1); B=(2;3); C=(5; x) y D = (y; 1)
a) Hallar los valores de “x” e “y” para los cuales la figura ABCD es un paralelogramo.
b) Con los valores calculados anteriormente, calcular:

i. el perimetro del mismo. ii. hallar la amplitud de ABC.

11. Dados los puntos del plano: A= (3;-1); B=(7;0); C=(6;4)y D = (2; 3)
a) Demostrar analiticamente que la figura ABCD es un cuadrado.

b) Verificar analiticamente la perpendicularidad entre sus diagonales.

12. Demostrar vectorialmente que las diagonales de un rombo se cortan

perpendicularmente.

13. Dados los puntos A =(2; 0; 0); B=(0; 1; 0) y C = (0; 0; 5), se pide:
a) Verificar vectorialmente que no estan alineados y clasificar el tipo de triangulo que forman
segun sus lados.

b) Representar graficamente el triangulo ABC y calcular aproximadamente su perimetro.

14. Dados U = (k? + 1; k?; k?), v = (5; —a; k) yw = (0; —a + 3; 3), hallar, de

—

ser posible, los valores de a y k tales que U — 2V = w.
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15. La figura muestra un prisma de base 24

rectangular apoyado sobre los planos

coordenados, de tal forma que el vértice ¢ L A
oculto es el origen de coordenadas (O).

a)SiB=(0;2;0),E=(1;0;0)y G =(0; 0; J D

1), calcular la amplitud de los angulos que 5 R

forma OD con los versores I, J y k o ’
respectivamente. ; 3 A

b) Encontrar un vector de mddulo 4 que

tenga la direccion y sentido de 0D .

16. Los vectores 1 y ¥ forman un angulo de 60°. Si ||u|| = 3 y ||Y|| = 4. Calcular:
a) [u+7| b) 1121 — 37|

17. El angulo que forman dos vectores 4 y v tiene una amplitud de 60° y ademas ||u|| = 3.

Determinar cuanto debe valer ||7|| para que # — v sea ortogonal a v.

18. Sean dos vectores % y v. Sabiendo que u + ¥ es ortogonal a i — ¥, ¢ qué relacion

debe existir entre i y v?

19. Dados en R? los vectores U, U y W de los cuales se sabe que:
- W es unitario - El coseno del angulo entre i y w vale -2/3.
-y W son perpendiculares -@+30)-Qu-w) =8 - [uiI=3 y =43

¢ Cual es el angulo formado entre iy v?

20. Seanlos puntos A = (—k + 1;k; —=2),B = (—3;k;0),C = (-5 —1;k—1)yD = (1; k? —
5; —5):

a) hallar todos los k € R que verifiquen que BA sea paralelo a cD y IBA| = |ICDJ|.

b) si k = 1, hallar la medida del angulo ABC.

21.Seanu = (—2;4; k? + 1) y ¥ = (=3k; 5k + 2; 15), hallar analiticamente todos los

valores de k, si existen, para que:
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a) los vectores resulten paralelos e indicar si son de igual o distinto sentido.

b) IVl = V229

22. Determinar todos los vectores @ € R3 talesque d - (1;1;0) = 0, d - k = 7 y verifiquen

que ||d| = 9.

23. El vector w = (a; b; 3) es ortogonal simultdneamente a los vectores . = (1; —1;2) y v =
(2; 1;1). Calcular [|w|.

24. Hallar los vectores cuyo modulo sea igual a v35 y que ademas sean ortogonales

simultaneamente a los vectores u = =2i+3j+kyv=1i—2)+ k.

25. Sean los vectores a = (—2;1;1) y b= (—1;1; 3). Obtener todos los ¢ de manera tal

que dicho vector sea ortogonal a d, ||¢]| =+/5 Y se verifique larelacién ¢ = a-d + B - b, con
a€eR y PeR.

26. Dados los puntos P = (-3; -1; 0), Q=(-2; 0; -3) y R=(0; -2; 1), hallar el area y el perimetro
del triangulo PQR.

27. Clasificar el triangulo ABC por sus lados y sus angulos, siendo A = (-5; -1; 0),
B =(3-3;1) y C=(-6;1;-2).

28. Dados los puntos: A=(3;1;1); B=(2;1;2); C=(-1;0; x?)y D =(3; 2; 0), hallarel o

los valores de x que hacen que los mismos sean coplanares.

29. Dados los vectores @ = (1; —2; x), b= (1; 2;¥) y ¢ = (2;2; 3), hallar los valores

de x e y, de forma que verifiquen simultaneamente que:
e dy b sean ortogonales.

o d-(bxé)=0

30. Dados los vectores U = (2; —1;0), v = (k; 0;2) yw = (k; 2; —k).
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Hallar todos los valores reales de k para que el area del paralelogramo engendrado por u

y W sea V56 y simultineamente el volumen del paralelepipedo determinado por 4,7 y w

se

a 16.

Respuestas

1.
2.

90.\‘@.0":“9’

13.
14.

15.

16.
17.
20.
21.
22.
23.
26.
27.
30.

a)CB=(3;2) b)EC=—-1-23]
a) 6! — 2J b) 210 c)%\/ﬁt—l—lox/ﬁj d)—liox/ﬁt+13—0\/ﬁj

a) AC b) AB c)2.AB d) 4D
a) (1; 6) b) (11; -2) c) (9/2; -7)
-3
a) (3; ) b) I1i + V|| < |[dll + 9]
a)a = b) « = 180°
a) -4/3 b) 3
a) Estan alineados. b)a=3
a) x=3;y=4 b)i. 6 + 2V5 ii. 116° 33" 54"
a) No alineados.b) Aprox 12,72.
k=3ya=-2
a)a; = a3 = 65°54; a, = 35°16 b) (36 5V6;2V6)
a) V37 b) 6v3
1,5 18. |u| = ||Vl 19. 120°
a)i.k=2 b) Aprox. 129° 13" 53"
a)k =2 b)k=0 o k=-10/17
=& 47 oa;=%47)
3v3 24. 7 = (45; +3; £1) 25.¢=(11; 0; +2)
Area =+/30 Perimetro = 216 + 211
Isdsceles obtusangulo 28.x = +6 29.x=3;y=1
k=2
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Trabajo Practico 4

Rectas vy planos en el espacio

1. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto P, = (—3;0;2) y es paralela al
vector v = 2f — Jj + 3k. Calcular aproximadamente el angulo que forma, el vector director de
dicha recta, con cada uno de los ejes coordenados.

2. Hallar, en cada caso, las ecuaciones vectoriales, paramétricas y simétricas de la recta r:
a) P =(3; 0; 2) pertenece a r y r es paralela al vector ¥ = 2t — j + 3k.

b) Los puntos A =(-1; 2; 3) y B = (1; 0; -1) pertenecen a r.

3. Dadalarectas: (x;y;z) = (—1;2;3) + 1-(1; 2; 3) se pide:
a) Escribir las coordenadas de tres puntos que pertenezcan a “s”.
b) Decidir si los puntos A = (-4; -4; -7) y B = (-2; 0; 0) pertenecen a s. Justificar la respuesta.

c) Hallar los posibles valores de “a” y “b” para que el punto C = (a; b; 0) pertenezca a “s”.

d) Encontrar las coordenadas de todos los puntos pertenecientes a la recta s cuya distancia

al origen de coordenadas es V52.

4. Hallar lo indicado en cada caso:
a) Dados los puntos A = (-1; 2; 1) y B = (-2; 1; -1), escribir una ecuacion simétrica de la recta
paralela a AB en la que el origen de coordenadas pertenece a ella.
b) Hallar las ecuaciones, que sean posible, de la recta que pasa por el punto R = (-1; 1; 1)
y es paralela al eje z.
c) Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto A = (-1; 3; 2) y es paralela a la
recta

_ —2x + 3

L =—y=z—-2

5. Determinar la posicion relativa de las siguientes rectas. Hallar r n s.

ayriix=34+ay=-2—az=-1+2a y s:x;17:y—4=¥

b) r:rectaque pasaporP=(1;1;1)yQ=(-1;2;-1) vy s: (x;y;2z) =B -(1;2;1) + (0; 3; 2)
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y+1  4z-12

c)r: X2
4 -1 8

sifx==-10-8ay=2+2az=-3—-4a

driix=3-2ay=a—2z=-3a y s:(x;y;z) =B-(6; —=3; 9) + (—1; 0; =5)

6. Calcular lo indicado en cada caso:

a) Hallar una ecuacion cartesiana del plano que pasa por el punto P, = (—1;1;3) y es
normal al vector 1 = —i + 2j — k.

b) Dados los puntos P, = (3;2;1) y P, = (—3; —2; —1) hallar una ecuacion cartesiana del

plano que es perpendicular al vector PyP; en el punto P,.

c) Hallar la ecuacion cartesiana del plano determinado por los vectores @ = [ + 2] — &, b=

20 — 3j + k, si el mismo contiene al punto P, = (2; —3;5).

7. Representar en R3 cada uno de los siguientes planos:
a)z=2 c)y=1 e)z—2y=4 9)2y+z=6
b)x =5 dx+2y=4 f)2x —z=4 h)2x+y+4z=4

8. Hallar la ecuacién del plano pedido en cada caso:

a) pasa por el origen de coordenadas y es paralelo al plano : 2x — 5y + 4z = 1.

b) es paralelo al plano 2x — 2y + z = 2 y pasa por el punto A = (1; —1; 1).

c) pasa por los puntos A = (—1;2;3) y B = (2;1; 1) y es perpendicular al plano: m;: 2x —y +
3z =10.

9. Hallar la ecuacién de la recta pedida en cada caso:

a) 4. pasa por el punto Q = (-2; 1; 6) y que sea perpendicular al plano xz.

b) 10. indicar la ecuacion vectorial de la recta perpendicular al plano x + 2z = 3y que pasa
por el punto

P =(2;1;0).

10. Hallar, si es posible, la ecuacién del plano = que cumple con las condiciones dadas:

a) contiene al punto A = (2;-1;1), B =(4;0;2) y C = (—3;1; -2).
b) contiene a los puntos A = (2; 3; —4),B = (—1;4;-2) y C = (8;1; —8)
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11. Analizar si los puntos P, = (1;1; —11),P; = (5;0; 9), P, = (5; —=5; 25)y P; =
(0; 0; —12) son coplanares. En caso afirmativo hallar la ecuacién del plano que los

contiene.

3x-1

12. Hallar la ecuacion del plano = que contiene al punto A = (1; —3;2) y alarecta r:

2-y _ z+5

3 2

13. En los casos que sea posible, hallar el plano = que contiene a las rectas r y s del punto

5.

14. Hallar las ecuaciones simétricas de la recta determinada por la interseccién entre los

planos {r:2x+ 3y —3z=4mn:x—3y+5z=2
x+7

15. Demostrar que las rectas ry: {m: 2x + y + 2 =0ny:x — 4y +2z=-12 y T =

3y+4 9-z
— =5 son paralelas.

16. Demostrar que las rectas ry: {my: 2x + y — 2z = =10m,: y + 2z = 4 y rpi——=

y-3 _ x+11 :
—, = —, son perpendiculares.

17. Hallar la interseccion de los siguientes planos:

a)r:x+y—2z+3=0 Yy m:x+2y+3z—9=0.
b)n:3x—=5y+z+4=0y ny: —6x+10y—2z+3=0.

18. Hallar, si existe, r n m:
a)m:5x—3y—z—-6=0y r(;y;z) =(3;2;3)+8(2;3;1)

2z-8

x-2 N _
b)m:5x -3y —-2z—-6=0 vy re = y+1= -

zZ—

C)m:5x—3y—z—6=0 vy r:x+2=T1;y=2

19. Hallar, si existe, el punto de interseccidn entre las rectas definida por los planos
ri{mix+3y—z=—-7n:x—y+z=1yr, determinada por los puntos A = (2;1;0) y
B = (-2; —=3;0).
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20. Dados los planos:{a;:x+ 2y —2z—5=00a:3x—6y+3z—2=0 a3:2x+y+2z+1=
Oagix—2y+z—7=0 se pide:

a) Probar que dos de ellosson paralelos y los otros dos son perpendiculares.

b) Calcular la distancia entre aquellos que son paralelos.

c) Calcular la amplitud del angulo que forman a,aa;.

21. Dado el plano a: x + 2y + 2z — 4 = 0 se pide:

a) Calcular la distancia entre el mismo y el origen de coordenadas.

b) Calcular la distancia entre el mismo y el punto A = (2; —3;2). z
3

22. Dado el siguiente grafico, se pide:
a) Hallar la ecuacipin de .

b) Hallar la ecuacion de la recta r.

3
c) Calcular la amplitud del angulo que ellos determinan. /

23. Calcular la distancia del punto A = (1;0; —3) alarecta r:— = =

X
2x-3 -y+2 E
2 4’
24. Calcular la amplitud del angulo definido por la recta interseccion entre los planos

ri{mx+3y—z=-7nx—y+2z=1yelplanon;:x —2y +z =2

25. Dadas las rectas r:{x =—-14+Ay=3-31z=1+4+21, s:3x—2y—z=04x+y+
3z—1=0 yelplanom:4x+y+2z—-3=0
Calcula el angulo que forman:

a)rys b)syr

26. Considerando los planos a: 2x +ay+4z—1=0yf =ax+2y+4z—-3=0
a) Calcular el angulo que forman dichos planos, cuando a = 1.
b) Hallar el valor de a para que los planos sean paralelos.

c) Hallar el valor de a para que los planos sean perpendiculares.
33



- Colegio Nacional de Buenos Aires-
Matematica - 42 Aho — Guia de Trabajos Practicos

Respuestas
1. Forma vectorial 7: (x;y;z) = (=3;0;2) + 1-(2; —1;3) s B
o=
Forma paramétricar:{x = =3+ 21y =—-1z=2+31 st=105° 30"
Forma simétrica r: % =-y= ? 13‘/: 36° 41'
2. a)r:(x;y;z) =(3;0;2) + A(2; —1;3)
b)r:(x;y;z) = (1;0; -1) + A(2; —2; —4)
3.b)A¢s Bes cla=-2ab=0 d)P=(046)yQ=(-2;-2;-%)

4.a)x=y=§z

b) Vectorial: r: (x; y;z) = (—=1;1;1) + a - (0;0; 1)

Paramétrica cartesiana: r:{x = -1y =1z=1+a«

Simétrica: No es posible
c) Vectorial: r: (x;y;z) = (=1;3;2) + a - (—2; —1;1)

Paramétrica cartesiana: r:{x = —-1—-2ay=3—-az=2+a«

. e . +1 -3
Simétrica: r: x_—z = y_—l =

zZ—2

5.a)rns ={(2; —1;—3)} Son perpendiculares

c) Paralelas coincidentes. rns =r

6.a)—x+2y—z=0 b)3x+2y+z+14=0

b) Rectas alabeadas. rns =0

d) Paralelas no coincidentes.rNns = @

C)x+y+7z—28=0
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7.
a) b) 2
N z
I
y=1
x=5
z2=2 —>
—
|
2 l c) 1
i / | Vo
’ (R4 |
7 Yy ,"_.. — ,V 1
/s R
547 /
X X X
e) 2 f)
X+2y=4
i 2-2y=4 Y
i ,.'./
d) i . I.’
i i g
DU - g F e |
/ T RS N A, |
/ A
/',-'
)4 7 / 4
X ’
X
g) h)
2x+y+4z=4
y
X
8.a)m:2x—5y+4z=0 b)m:2x—-2y+z—-5=0

c)m: 5x+13y+2z—-24=0
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9. a)

10

11

12.

13.

14.
17.
18.

19.
20.

21

22.
23.

24.
25.

26

Vectorial: r: (x;y;z) = (=2;1;6) + a - (0; 1;0)

Paramétrica cartesiana: r:{x = -2y =14+az=6

Simétrica: No es posible
b)yr:(x;y;2z) = (2;1;0) +1-(1;-3;2)

.a)m—=5x+y+9z+2=0

b) Los puntos estan alineados, existen infinitos planos que contienen a esos tres puntos.

.m:21x — 16y — 5z = 60

m:—33x—10y —4z+11=0
a)m:—x+7y+4z+21=0 b)No existe.
dmx+2y+1=0

c) Existen infinitos planos.

x=2 _ ¥y _
-2/3 " 13/9

a)m Nm, =1:(x;y;2) = (0;0;3) + B(5; —4; 1) b)m //myymy Ny, =0
ayrnm=r b)rnnz{(%;z;%)} c)rnm=29

N, ={(-1; -2;0)}

b) =6 b) Aprox. 74°12'-

.a)4/3  b)4/3

a)x+2y+2z—-6=0 byx=y=z c) 79° 58°

d =>V1665

23° 507

a) 32° 30" 45" b) 16° 59" 16™

. a)17°45° 10" b)a =2 c)a=—4
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1)

2)

Trabajo Practico 5

Sistemas de ecuaciones lineales

Resolver cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales

d)

2X+y+z=-2 2x+y+62=3 5x -7y +4z=2
x—2y=2 b) x—y+4z=1 C) <3x+2y—2z=3
3x+2y-2z=-2 3x+2y—2z=2 2x—y+3z=4
—X+4y—-3z=0 X, —2X, +2x, =0
X, +X, —=2X; +X, +3%x, =1
2z+3x=-2 2x, +X, —2x, =0
e) 7 2x, —X, +2x, +2x, +6x, =2 f)
2x+3y+5x=3 3x, +4x, —6x, =0
3x, +2x, —4x, —3x, —9x, =3
—2Xx+6y—z=38 3x, —11x, +12x, =0

Plantear y resolver cada uno de los problemas dados a continuacion.

a)

b)

c)

d)

f)

En una fabrica hay tres maquinas de confeccion A, By C. Cuando las tres estan funcionando
producen 222 trajes al dia. Si “A” y “B” trabajan, pero “C” no lo estd, se producen 159 trajes.
Si, en cambio, trabajan “B” y “C”, pero no “A”, la produccién es de 147 trajes. ¢Cudl es la
produccidn diaria de cada maquina?

Encontrar un numero entero positivo de tres cifras tal que la suma de los tres digitos sea
14, el digito de las decenas sea dos mas que el de las unidades vy si los digitos se invierten
el niumero no se altera.

Un cierto numero se representa con tres digitos. Si los digitos de las unidades y las decenas
se intercambian, el nUmero aumenta en 18. Si los digitos de las centenas y las decenas se
intercambian, el numero disminuye en 90. Si la suma de todos los digitos es 12 encontrar
el nUmero que cumple con esto.

La suma de las medidas de los tres angulos de un triangulo es 1809. El angulo de mayor
amplitud, tiene una medida cinco veces mayor que la del mas pequefo e igual a la suma
entre ellos. Hallar las medidas de los tres angulos.

Un almacenero le vendioé a un cliente 5 paquetes de arroz, 2 de garbanzos y 3 de maiz por
$6,60; a otro cliente le vendid 2 de arroz, 3 de garbanzos y 5 de maiz, por $5,80; a un tercer
cliente le vendid 3 de arroz, 5 de garbanzos y 2 de maiz por $5,60. Si a todos les cobro el
mismo precio unitario. ¢ Cuanto vale un paquete de cada articulo?

Luis esta haciendo en su casa un trabajo de carpinteria para lo cual fue a la ferreteria y
comprd un kilogramo de cada una de las tres variedades de clavos existentes: Chicos,
medianos y grandes. Luego de un rato de trabajo, observa que habia subestimado la
cantidad de clavos pequefios y grandes que necesitaba asi es que compra la misma
cantidad de clavos pequefios y el doble de grandes. Después de un rato mas de
construccion, se da cuenta de que aun le faltan clavos y compra un Kg. de clavos pequeios
y otro de medianos. Cuando vio los tickets de la ferreteria observé que le habian cobrado
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g)

h)

i)

la primera vez $6, la segunda $6,5 y la tercera $3,5. Los precios de los clavos varian segun
su tamafio pero en los tickets no figura el detalle. ¢ Podrias averiguar los precios?

Una compafiia fabrica tres tipos de muebles para jardin: Sillas; mecedoras y sillones. Cada
uno de ellos requiere de madera, plastico y aluminio como se muestra en la tabla que
aparece enseguida. La compania tiene en stock 400 unidades de madera, 600 de plastico y
1500 de aluminio. Cuando finaliza la temporada decide agotar todas las existencias. Para
lograrlo ¢ Cudntas sillas, mecedoras y sillones debe fabricar?

| | Madera | Plastico Aluminio

Silla 1 unidad 1 unidad 2 unidades
Mecedora 1 unidad 1 unidad 3 unidades
Sillon 1 unidad 2 unidades 5 unidades

Una fabrica paga 85/hora a sus trabajadores calificados del departamento de ensamble y
4S/hora a los semicalificados del mismo departamento. A los empleados del departamento
de envios y cargas se les paga 55/hora. Debido a un aumento en los pedidos necesita tener
un total de 70 trabajadores entre ambos departamentos y pagara un total de 370S5/hora.
Debido a una clausula laboral debe haber el doble de trabajadores semicalificados que
calificados. ¢ Cuantos trabajadores de cada categoria se deben contratar?

Una compaiiia de articulos para jardin cuenta con tres clases de fertilizantes que contienen
productos quimicos A, B y C en diferentes porcentajes, segln se muestra en la siguiente
tabla:

Tipo de fertilizante
| Producto quimico. 1° | 20 32
A 6% 8% 12%
B 6% 12% 8%
C 8% 4% 12%

¢En qué proporcion deben mezclarse los tres tipos de fertilizantes para que contengan 8%
de cada uno de los tres productos quimicos?

Se dispone de tres aleaciones de plata, cobre y oro con la siguiente composicion:

| | Plata® Cobre Oro
12 5% 15% 80%
22 10% 25% 65%
32 15% 30% 55%

éCudntos gramos se han de tomar de cada una de ellas para obtener una nueva aleacién
que contenga 12% de plata, 26% de cobre y 62% de oro?
Si la aleacidn lograda debe tener 20gr é Cuantos deben ser de cada una de ellas?
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3)

4)

k) En la tabla dada a continuacién figuran las 40 notas obtenidas por el alumnado
correspondiente a un examen de Inglés:

Nota |Cant. de alumnos Si se sabe que el promedio del curso fue 5,70
2 2 y que los que la cantidad de alumnos que
3 4 obtuvo 4 puntos sumado al doble de los que
4 | L. lograron 10 puntos da como resultado
5 6 aquellos que su nota fue 7 puntos. ¢Calcular
6 7 cuantos fueron los alumnos que obtuvieron:
7 | .. 4puntos., 7 puntos y 10 puntos?
8 4
9 2
0 | ..

) La edad de Tomas es la suma de las edades de Carmen y Daniel. La edad de Carmen es
dos afos mas que la suma de las edades de Daniel y Marcos. La edad de Daniel es cuatro
veces la edad de Marcos. Si la suma de las cuatro edades es 42 afios. ¢Qué edad tiene
Tomas?

m) Recordemos que una funcién cuadratica escrita en forma polindmica responde a la

)
formula flx) =ax" +bx € Hallar la férmula de la misma si se sabe que pasa por los puntos

A=(-1;1) B=(2;1) C=(3;-3)
n) Analizar, mediante un sistema de ecuaciones lineales, si existe un Unico plano que
contiene a los puntos:

A=(1;1;3) B=(2;1;2). C=(1;3;1) D=(3;1;1)

a) ; ; ;
b) A=(1 ;1;3)’_ B=(2 ;1;2); c=(1 ;3;1)'_ D=(1;1;1)
Analizar los sistemas de ecuaciones siguientes para los distintos valores del parametro “k”.
x+y—kz=0 Xx+y+kz=6
a) x—y+z=1 b) kx —y+z=2
—Xx+ky+z=k Xx+y—z=0
2x+ky—-z=4 X+y—-z=0
c) —4x +5y+kz=-2 d) kx—y+z=3
X—2y+z=1 —X+2y—kz=-3

Analizar los sistemas de ecuaciones siguientes para los distintos valores del parametro “k”.

X+y+kz=2 kx+y=1 X+y+z=1
a) 3x+4y+2z=k b) 3x+2y=0 c) X+ky+z=2
2x+3y—-z=1 x+ky=1 2x+y+kz=k
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kx+y+z=1 X+y+z=Kk 2x—y+z+w=1
d) x+ky+z=1 e) x+y+kz=1 f) X+2y—z+4w=2
x+y+kz=1 X+y+z=k? X+7y—4z+11w =k

5) Analizar las condiciones que deben cumplir los pardmetros a, b, ¢ para que el sistemas admita
solucidn Unica, infinitas soluciones o ninguna solucidn.

X+2y—3z=a X—2y+4z=a
a) 2x+6y—11z=>b b) 2x+3y—z=b
X—2y+7z=c 3x—-y+2z=c

Respuestas
Nota: Dado que las respuestas, en caso de compatibilidad, son verificables y ademas dependen de las variables

utilizadas, no todas estaran expuestas y quedan a cargo del alumno.
y 35=lG-30)) . B s={GHDL as={wn)). 9s=2,

e) S:{(1;2x3;x3;—3x5;x5)/x3 eRAX, eiR} f) 52{(%"3;%)(3?)(3)/)(3 eiR}
2) a) A: 75 trajes, B: 84 trajes y C: 63 trajes. g) 100 sillas; 100 mecedoras y 200 sillones

’ ’

h) 40 semicalificados; 20 calificados y 10 empleados de envios y cargas.
j) 4gr.dela1?;4gr.dela22y 12 gr.dela 32
3) a) Paratodo “k” es S.C.D b) Rta.:S.C.D. si k#1; S.C.I. Nunca; S.I. si k=1

¢) S.CD.si K*™L A k=7 gy §k=-7 s sik=-1

d)s.CD. siK*™1 A k#2 g gik=2 5 sik=-1

4) a) k=3 SCI; k#3 SCD b) k=1 SCD; k#1 SI c¢c) k=1 k=2 SI; k=1 k=2 SCD

d) k=1 SCik=-2 SI; k#1 k#—-2 SCD e) k=1 k=0 SCI; k=1 k=0 SI

5) a)-5a+2b+c=0 Sl;-5a+2b+c=0 SCI b) Siempre tiene solucion Unica
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Trabajo Practico 6
Numeros complejos

21:2—i’ 22=—2+3in z3=1-i

1. Dados , calcular:
z z
A 221—(23—21)——3
a) (z1+22) b) 2243 0) 2
-1
2 2 37
2 z Zr+ |2 . | 122 —
iz +(_2j 2+123 | B, 42y
4
d) 3 e f %2
2. Hallar x e y reales tales que:
a) y-—3i+xi=2-y+5i b) (1+2i).x+ (3 —-5i)y=1-3i

X+2—(x—y)i=3y+2i

d) (1+i).(x+2y) —(3-2i) ).(x-y) =8 + 3i

3. a) Encontrar x para que z = ( 3+ 2i).(x + 6i) sea imaginario puro.
X+ 3i

a) Encontrar x paraquez= 2-5i sea un complejo real.
Hallar los valores de p€ ~ y g€~ para que (p+q)+ (p-q) i seaigual a 2-i .

Establecer las condiciones para que el producto de dos nimeros complejos sea:

imaginario puro

6. Encontrar Z€C tal que:

b) complejo real

a) iz=1 b) (3-i).z=i
(1_i)2:l d) zi+z=2/3-2i
c) z
LI 2L
e) z+1 f) Z+1
—l+(z-Di _ i” 1% +(1-2)i i
16 T 1o ———=(2-0)i
g) 1 1 h) |5

7. Demostrar que:
VzeC:-z=-z
VZeC:z.E:|z|2

Vz1eCVzy eC:z4.2p = 2_12_2

vz1eCVz,eC:iz1-2y =z_1—

)
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vz4 € C,Vz, € C—{(0,0)} ;(ZJJ 4
e) 22) Iy

8. Representar en el plano el conjunto solucidn de:

a) Re(z) =5 b) -1<Im(z)<3 1. |z +1] >2

d) -1<Re(z)<3 e) |z-1+i] =2 f) | z+i | = | z+ 2i]
2 - -1 _

g) l" =z+z ) Re(z+z )=0 i 7 7=

9. Dados los numeros complejos:

20=AB3+i 2p=-2-231  z3=-1-i z,=-2i Z5 =1-+/3 |

rY

a) Representarlos y escribirlos en forma polar y trigonométrica.
b) Resolver utilizando la forma polar. Expresar el resultado en forma bindmica.

6 4
i A i, (225)
5 7 .

i, 23 22 v, (#1)

10. Resolver las siguientes operaciones:

6 L]

a) (2- 2i)° b)
11. Sean P(x) = ax +bx+c cona,bycreales yz€C. Demostrar que:
P20 P(E)zo

12. Factorizaren ~ yenC
a) x4 —1 b) x4 +1
c) X3—1

g X+ o X' -3 -4 g X =x* +16x-16

13. Obteneren yen C, las soluciones de las siguientes ecuaciones:

a)x2+4=0 b) -3x2 = 2(x-2)2 - 3 ¢) X' +x+x=0

§22 +2z +i =0
d) 22z2-3z+4=0 e) 5z2-3z=0 f)
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14. (*) Determinar el conjunto de nimeros complejos que cumplen simultdaneamente las siguientes condiciones:

|z|=2
{Z.Re(z) =Im(z%)

15. (*) Escribir la factorizacién en ° de un polinomio p(x) con coeficientes reales de grado minimo tal que tenga a

z, z,=21

=5,ya como raices dobles.

(*) Ejercicios optativos

Rtas:
3 11i 148+40i 60 1. 18 21i 3 15i

1):a) -4; b) 26 26 ;c) 13 13 :d) 13 13 ;e) 5 5 ;) 13 13
2)a)x=8,y=1;b)x=-4/11,y=5/11;c)x=-2;y=0;d) x=1,y=2
1 3
p=—iq==
3)a)x=4; b)x=-6/5; 4) 2  2:6)a)z=-; b)-0,1+03.i; c)z=-05; d)z=

(—1++3)~(1++3)

i
’

|
e)z=-2+i; =% % ; gp=2 2 ;hjpe=142i
1 3

. | .
9)b)i. —64 ii. 2330 . 4 0,683-0,1831 ;iv. 4 64 :11)a)512i ; b) B3 o)1

o

12) a) En : (X+1).(X-1). (X2+1)} en £ . (X+1)-(X'1)(X+i).(x- I) .
B B B, I B \E AR
o En o ) £.[X+2+2'J[X+2_2'][X_2+2'J[ _2_2']

(x—1)(x+;+\/2§i](x+;—23iJ
c) En° (x—1)(x*+x+1);en £:

(x+1)[x—;+\/2§i][x—;—\/2§q
d) En ° (x—+1)(x*-x+1);en £:

e) En ° :(x+2)(x-2)(x%+1); en £ : (x+2)(x-2)(x +i)(x — i)

. '(X_1)'(X2_2\/§X+4)'(X2+2\/§X+4)'en£ _(x—1)(x—\/§—\/§i)(x—\/§+\/§i)(x+\/§—\/§i)(x+ 2+\/§i)

f) En
3 :{ﬂ+§ii_§i}
13);9) 8 =2 Se =122 by S =2 = 1555 5
oo o=l PR
o S =10 a9 S-=9,
3 2 2.2 2
e)s“s“{o's} 0 S =0 Se={ 555 )

{Z-23+i~3+)
4) s=
2( o 2

- 4
15) Una solucién posible es p(x)=(X 5) (X i )
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