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TRABAJO PRACTICO N°0: FUNCIONES

1) Las siguientes, son cuatro graficas correspondientes a funciones lineales de
dominio real. Acorde con los datos indicados en cada caso. Hallar sus
respectivas formas explicitas.

Ay Ay
f2
f’l \
3 4
—7
4 — X \ﬁ‘X
f3ny Av

1,5

2) De una funcion lineal “f’ se saben los siguientes datos: Pasa por los puntos
A=(8;-1) y A=(10;-2). A partir de ello, indicar cuales de las siguientes
afirmaciones resultan verdaderas:

a) Su ordenada al origen es b=3 y su conjunto de ceros es C = {6}.

b) El punto p, =(5;1) pertenece a grafica de la misma.

c) La recta “r’ de ecuacion y =2x+4 es perpendicular a ella.
d) La expresion de la funcién inversa es f~'(x)= —2x + 6.
)

e) El conjunto de positividad de f es el intervalo C* = (6;+ ).
f) La funcién y su inversa se interceptan en el punto M=(2;2).

(1]

3) Hallar la expresion de la funcién cuadratica de ® - % que cumple en cada
caso con los requisitos pedidos:
a) Vv =( :3) y contiene al punto Py =(0;2)
b) x ; Xo =4 'y contiene al puntoPy = (3'3)
c) La suma de sus raices es -2, su producto es -24 y pasa por Py = (0;12)
d) Pasa por los puntos A =(2;3); B=(-2;-9); C=(0;5)
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e) Intercepta al eje y en el punto A =(0;5); la xv = 2 y el coeficiente del
término cuadratico y el lineal difieren en 1.

. 2 . , I JRLl
4) Dadas las funciones {f((x))zx _2?|)<X_k' Analizar, para qué valores de “‘k’, la
g(x)=x+

recta resulta secante, tangente o exterior a la parabola.

5) Sea “f’ la funcion lineal que tiene pendiente -2 y pasa por el punto A = (4 ; 2) y
la parabola definida por g(x) = (x-3).(x-5). Representar graficamente ambas

curvas y analizar en qué intervalo o union de intervalos se verifica que
f(x)>qg(x) .

6) Factorizar el polinomio P(x)=1x*-2x*+Ix+1 y hallar sus intervalos de

positividad y negatividad.

7) Hallar la expresion polindmica de grado 4 que cumple las siguientes
condiciones: El conjunto de ceros es ¢, = {%; —1;1; 3} y ademas contiene al

punto; A =(-1:-21).

8) En el polinomio A(x)=x* -ax® +bx? dos de sus raices son x=3 y x=-1.
¢ Qué valores toman ay b? ;Cual es su expresion factorizada?

ALGEBRA DE FUNCIONES

IGUALDAD

Dos funciones f: Df — By g: Dg — C son iguales cuando:
Df =Dg; B =C vy para todo x: f(x) = g(x)

Por ejemplo:

2_
Las funciones f:R-{2}—R/f(x)=> 4

y g: R->R/ g (x) = x+2

no son iguales ya que Ds# Dg , sin embargo, notemos que para todo x#2, f(x) =
g(x). Es decir, sus graficas seran iguales salvo en el punto de abscisa 2 en el
cual f no esta definida y tiene un "agujero" y sin embargo g(2) = 4

x2 -4 .
Si definimos una funcion h: R—>R/ h(x)=1{"x-2 SIX#2 resultah =g
4 six =2
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SUMA, PRODUCTO Y COCIENTE

Se pueden definir operaciones entre funciones que llamaremos suma, producto
y cociente de la siguiente manera:

(F+9)y) = f(x)+9gx) v x, siendo D(f + g) = Df nDg

(f.9) = f(x)-9(x) Vv x, siendo D(f.g) = Df nDg

{1] _ ) &, siendo D(f)=Df nDg - {x e R/g(x) # 0}
(x)

1 .
(F+Q)p =+ JX Dy =R§ {1

(fQ)w =——=~/x  Dig =R —{1

(i] __ 1 p,-R-{
9 (x) (x—1).\/;

Q| =

Ejercicios

9) Dados los siguientes pares de funciones f y g indicar para cada una
dominio mayorante e imagen y hallar f+g, f.g y f/g indicando el dominio
mayorante de cada una.

a) f(x)=x? g(x) =2x -1

b) f(x) = x? a(x) = V/x

c) f(x)= — g(x) = 3x +2
X—2

d) f(x)=1In(x-1) g(x)=e”

e) f(x)=senx  g(x)=(x-1)

10) Dadas las siguientes funciones, indicar dominio, imagen y conjunto de ceros

a) f(x) = x2+2 b) f(x) = ¥x-3 c) f(x) = 2X7+31 d) f(x) = In(x+1)

11) Hallar el conjunto de ceros, conjunto positividad, negatividad y a partir de ello
esbozar una grafica de las siguientes funciones cuyas formulas se indican a

continuacion..

a) f(x) = (xz + %)x b) g(x) = (x2 - %)(X2 - %) c) h(x) = (x2 - %) (x2 + 1)
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12) Considere las funciones:
f(x)=(x-1) +1

g(x)=—-x+2
h(x)=+3-x

h(x) si x<0
a) Representar graficamente j:R—>R/ j(x)=1f(x) si 0<x<2

si x>2

g(x)
b) Determinar:

i) conjunto de ceros de j

ii) si existen valores de xe R /j(x)>0

iii) conjunto de negatividad

iv)punto de interseccion con el eje y.

13) Dadas las siguientes funciones:
f:A—>R/f(x)=1log,(x+2)

1
\V5x* —10x
h:R—>R/h(x)=(x+1) +1
n(x) funcién lineal tal que n(0)=2 y n(-2)=0

g:BoR/g(x)=

a) Hallar:
i. C={xeR/xeANB}
i. D={xeR/1<f(x)<4]
h(x)-2 si x<-2
b) Sedefine k:R >R /k(x)=n(x) si -2<x<0.
f(x)-1 si x>0

i. Hallar conjunto de ceros, de positividad y negatividad

ii. Realizar un grafico aproximado.

iii. A partir del grafico obtenido definir conjunto imagen e intervalos de
crecimiento y de decrecimiento.

14) a) Sean las funciones “f" y “g” definidas por las formulas dadas a
continuacion: f(x) = % Y g(x) = is' Se pide: Graficar ambas funciones
X+ X —

en un mismo sistema cartesiano de ejes. Hallar grafica y analiticamente
los puntos donde se verifica la condicidon f(x) = g(x).
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b) Dadas las funciones cuyas férmulas se indican a continuacion se pide:

Definir “f-g” y hallar su conjunto de ceros. f(x)= 2X*3 y gx)= 22

X+5 X+9

Dadas f y g hallar el conjunto de todos los x/f(x) = g(x):
a) f(x)=x+2 y g(x)=+v2x+7
by f(x)=1++x+1 y g(x)=+2x+3

Dadas las funciones indicadas a continuacién hallar, en forma analitica y
grafica (cuando se indique, el conjunto AC Df que satisface:
a)f(x)>g(x) si f(x)=3+2x y g(x)=4x-5

b) f(x)>4 si f(x)=x"—3x

&) [f@|2]g@)| si f(x)=3x y g(x)=6-3x

Hallar, en el intervalo [02n), los ceros de las funciones cuyas féormulas se
indican a continuacion.

a) f(x) =senx -1 b) g(x) =2 .cos(2x) -1

c) h(x) = cos? x — sen?x — 1 d) t(x)=-2.cos x - 2
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TRABAJO PRACTICO N°1: LIMITES

A) Limites determinados en un punto, finitos e infinitos

x+2 x2=2
1. lim 2. lim In(x—1) 3. lim
x—2 X~ + x—2 x—>-1 X —
/ +1 X_ A 241
5.lim x— 6. lim 2 27 7. llmx
x>1 | 8x+1 x50 25+ 1 x—1
2 x—1
x“+1 1 1
9.lim ( J 10. 7im — 1. Jim
x—1 X x—>3 X — x—>2 X —
13.lim E
x>0 X
;. . . -0
B) Limites indeterminados 0
_)
Cociente de polinomios
x—1 2x+3x?
L. lim = 2 lim
x>l X7 — x>0 X +Xx
SH2xt Xt 42 4x’ -1
4. lim = lim
S 3 k42 1 10x+5
2 2
x"+3x—4 x*—4x-5
7. lim ————— 8.7j
SN 16 i S 37 —13x 415
P+dx’ +4 +x) —a’
10, i A A (a4 x) —a®
x—>-2 (x+-2).(x-—3) x—0 X
Trigonométricos
~ sen(3x) - tg(3x)
lim——— 6.lim ———
x>0 X x-0 sen(5x)
sen(x — 1)
2.1im 21
obox . sen(4x)
. tg(x* —4) g S
3.11m—2
x>z sen(x — 2) 8 1i sen3(2x)
Jdim ————
~ sen(x) x-0 5x3
4.lim
x=0 tg(x) sen*(x) - 5x
tg(2x) 9.lirr(1) tg?x
X—
5.1im g

x>0 3%

3. x-=5
S Z10x+25

6.1 3x° +2x-5
.xl—>n,i xt+x=2

n .7
X 1

9.lim -

x—=i X —1
2x-2

2__1 x—1
1MWF j
x—1 X'—l

1 — cos(x
10.lim L=€05&)

x—0 X

tg3(3x
12 1im £9°BxX)
x—02x * senzx

13.1lim

x
x>0 /1 — cos(x)
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cos(2x) 1 — sen(x) sen?(x) — 3cos(x) + 3
14. lim 16.lim —F 18.1im ) ()
Xt cos(x) — sen(x) X X — > x—0 cos(x)—1
_cos(x) sen?(x) — 3cos(x) + 3
15.lim —= 17.1im
X3 X =5 x—0 cos(x) —1
Irracionales
1 x=2 2.0 1-x 3.5 3-+5+x
.xliré\/;—\/i .xlz’;{ x—1 .xl—,;’;lll— 5-x
~ Al+sen x —1—senx oA+ x =1
4. lim S5.lim——
x—0 X x—0 X
oAXx+2-4/3x-2 ) 2 —fx 4—x?
6. lim 7. lim 8. lim ———
x—>2" Jx=2 -1 WJx—1 23452 +5
oo Al+x—Vl-x 2—+Jx-3 . Nx+3-+3x+1
x>0 X x>7 x° —49 x> 1t x—1
x—1 xNa — a\/;
12. lim ——— 13. lim ————— a>0
xlinl XZ +3 -2 x—a \/; — \/Z

C) Limites laterales

Hallar los limites laterales en los puntos indicados. Indicar si existe el limite y
graficar.

4-x* x<1
a)y={|x| *#0 enx1=0 by y=1 " " enxi=1
2 x=0 2+x° x>1
2 x<-1
c)y=1x -1<x<l enx1=-1,x=0, x3=1
x+1 x>1
xz—
d) y=x.|x—2| en x1=0y en x2=2 e) y=ﬁ en x1=2
x_
D) Limites determinados de variable infinita
2
x+2 4 4 3 4 \x
L. Ji 2. 0i im | —— 4. [ —
fim = IS 35:”@(x+1) L’"(sj
3\" 4x+3Y" x+3Y
5. lim | = 6. Ii 7.1
xlf,Tw(zj ){Lnl[SxHj fi”i(zxﬂj
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E) Limites indeterminados 2

- ©
2x? +x+1 x> =3x+2 3x-2
1. lim ——— 2. lim ——— 3. lim ————
»{Z}Zo 3x%2 —x+1 xZ;;lo x+5 xl—’>7f/>lox+x2—5
A
4.5 3x* —2x—1 5.5 x® +3x% +2x 6. lim 4x |~
o x> +4 i x2-x-6 T e\ x+1
2 +2 o 4x+3Y)" x+3)
x X+
7. lim | — 8. lim 9. lim 10. fim
x+oo\ 4x+1 o\ x+4 ool 3x+1 oo\ 2x+1

F) Establecer si las siguientes funciones tienen asintotas horizontales.
Determinar su ecuacion.

L= )=

_5)63—3)c2 +2
= 2 =3 .2 =T 2
x+x° =5 x+x —5x

2
x —5x

3.f(x)
G) Hallar, si existen, las ecuaciones de las rectas asintotas a las graficas
de las funciones definidas de su dominio mayorante en los reales:
1 5x — 1 1

a) f(x) = N b) f(x) = Xx_2

8 1
@ 10 = 5 — &) f(x)=1+ )10 = 2

Resolucion de a)
Como f(x)=

7 esta definida vx, x e ® el dominio de la funcion es el conjunto
X" +

de los numeros reales, lo que nos indica que la funcidén no presenta asintotas

verticales.
Para saber si tiene asintotas horizontales se debe cumplir que im f(x) =k -

X—0

En nuestro caso m —;
x—0 X +1
—

—>00

=0 . Luegoy=0es A.H.

Resolucion de f)

2
Como f(x):4x J1r1 no esta definida para x = 1 el dominio de la funcion es

D; =%-{1} lo que nos indica que es una probable asintota vertical. Para
asegurarnos de que realmente lo sea hay que comprobar que m f(x) =«

X—>Xg
-5
——

2
lim f(x) = lim ax” 41 =o. Porlotantox =1esA.V.
X—>Xq x—1 X,_v__J

-0
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—>0 -0
—_——— ——
_ax? 41 4XZ2+%(2 : 4+%(2
Como lim = lim — ;7= lIm ——>-=x podemos asegurar que la
X—>0 X.:_;1 X—>0 Az _Az X—>0 é _zf
-0 0
—0

funcidn no presenta A.H.

El hecho de que el grado del polinomio numerador supera en una unidad al grado
del polinomio denominador nos lleva a buscar la existencia de asintota oblicua.
Para ello hacemos lo siguiente:

Hacemos la division entre polinomios (4x2+ 1) /(x-1)

4x2 + 0x  +1 |x-1 D(x) | d(x)

- 4% + 4x 4x+4 r(x) C(x)
0 + 4x + 1
- 4x + 4
0 +5

Como D(x) = C(x) . d(x) + r(x) entonces 3((;()) _ C(;(().:)(x) + ;(())(())

w:C(x)+m:M=(4x+4)+i
d(x) dx) x-1 x—1

Porlotanto: y=4x+4eslaA.O.

Nota: Este procedimiento se puede aplicar solamente cuando se trata
de funciones racionales, en cuyo caso aseguramos que si el cociente
obtenido es una expresion del tipo “mx+b” y ademas el resto es no
nulo entonces esa expresién lineal obtenida es la ecuacion de la
asintota oblicua. Para que el cociente sea lineal es condicién
necesaria, que el grado del polinomio numerador exceda en una
unidad al grado del polinomio denominador.
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TRABAJO PRACTICO N°2:
CONTINUIDAD

1) Analizar la continuidad de las siguientes funciones en los puntos indicados.
Clasificar las discontinuidades y graficar las funciones.

-x+1 -2<x<0
a) f(x)={ 2 50 en x1=-1,x2=0, x3=1
-1 x < -1
b) f(x)=: x* —-1<x<I enx1=—1,x%x=0,x3=1, x4=2
X x >1
x+1 x < -1
c) f(x)={ x*+1 —-1<x<2 enx1=-1,x2=0, x3=2
x+3 x 22
-x* x<0
d)f(x)=1 1 enx1=0, x2=2
. x>0

e) f(x)= );__11 en x1= 1

f) F)=2"3%2 enx=2 xo=—2 xs= 1
x* -4

2) Analizar en cada una de las siguientes funciones las discontinuidades que
presentan, clasificarlas y graficarlas.

a)f(x)={x six>2 —4  six<-2
2 six<?2 .
M=% Srs] DI =935 sim2<x<6
31—X six>1 2x — 10 six>6
¢) f(x) = po— Six + 2
3 Six=2

3) Analizar en cada una de las siguientes funciones las discontinuidades que
presentan, clasificarlas:

x-3 — x—4
=_ *72 c)f(x)=
a) Tx) x?=2x-3 M (x+3).k* 16
1 2
b) f(x) =— d) f(x =w
X x” +2x° —3x

10
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-3
&) fx) =2 L
=3 9) f(x)=19 x
3
f) f(X)=x_27 5 x=0
x-3
4) ¢ Es posible definir f (1) para que f (x) = #}1) sea continuaen x=17?
x2 —

5) Definir, si es posible, f (2) para que f (x) =

— sea continua en x = 2.
X

6) Hallar k para que la funcién h sea continua en x = 4.

sen (x2 —5x+4)
h (x) = x—4
k x =4

x 4

7) Hallar k para que la funcién g sea continua en x = k.

_ 3xt+k x>k
g(x)= )
—-x"=-3k-1 x <k

8) Hallar k para que la funcién g sea continua en x = 0.
sen(kx)

g(x)z{ X Ssix#0
—k?+2 six=0

9) Hallar k para que la funcién "f" sea continua en x, = 1.
tg(x3+2x—-3)
Fx) = 1 six#1
k? + 4k six=1

10) ¢ Qué valores de "a" y de "b" hacen que "f" sea continua en todo R?
x+1 six<l1

f(x)={ax+b sil<x<2
3x Six>2

11) Hallar, si existe, los valores de "a" y de "b" para que "f" sea continua en
todo R

ax®*+b six<-1
4
5—x2
—3ax+2b six=>1

flx) =

si—-1<x<1

11
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12) Sea la funcion "f", definida por la férmula:

1

;+a six<-—1
fX)={—-x+b si—-1<x<2

a

—-——c Six>2

X

Hallar los valores de a, b y c tal que f resulte continua en todo el campo real y
la recta y = —3 sea asintota para x - +co.

12
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TRABAJO PRACTICO N°3: DERIVADAS

A) Hallar las derivadas en los puntos indicados aplicando la definicion.

1) y=x3—2x+3enxp=1 5o .

2)y=2x*—x enxo=-2 )y = enx

3)y= \/_enxo—4 &) y= onxm2
) x=2

4 y—— en xo=—1

B) Hallar las funciones derivadas aplicando la definicion de derivada.

1Ny=x+x 4)y =Jx
2)y=2x+3x—-4 5)y =
3)y=1 Y=

X

C) Hallar las funciones derivadas aplicando las reglas de derivacion.

1)y=x5—3x3 +8 e’ )y sen(x + a)cos(x + a)
15) y=
:\/;4_%/;4_1 tg x 30) y=sen Inx
. X X 16)y=(x2+4)5 ) =In tg x
_ x T x
3)y——+?+x 17))/: 249 32)y Intg (4 EJ
3_Xy 18) y=0(B+x)v3-x 33)y = sen®(2x) + tg(In(x))
4) y=ax L e )
5) y=(1+4x)1+25) 19)y=v+" - 34) y=cos® T
6)y =x-Inx 20) = [L1* 35) f(f) = (t. cotg 1
7)F(0) = (2t — 1)(¢% — 6t + 3) 1-x 36) y=x"
8) y=x(Bx+2)(2x+3 =J1-+1—-
)y == x4+ @+ 2D y=Ai-l-x 37)y=lg x+In cos x
9)y= 22) p=3?+x+1 2
_x 1+ 38)y xrenr+x
10 _S—x 23) y=iIn al 2 3
)y_5+x -x 39)yxxx
_4x+l
1) yo X 24) y=e 40)y = VFTT— (1 475 T)
1+3xz 25) y=7""%2 41) y=In(sec x+1g x)
1
12)f(r)=tt_t+ . 26) y=¢'" 42) y = tn (1n(in0))
13) y=senx.cos x 27) y=e" Inx*
14) y= sen x 28) y=sen’x
1+cos x

D) Indicar en qué puntos las siguientes funciones no son derivables.

1) f(x) =325 -x* 2)f(x)=4-V2+x
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3) f(x)=(x-1)" 4) f(x)=x"? +1

fx+2
3x-1

E) Hallar k para que f(2) = f'(2) si f(x) =

F) a) Demostrar que la funcion y = |x| es continua en xy = 0 pero que alli, no es
derivable. Extraer conclusiones al respecto.

b) Analizar si la funcion definida por la formula y = 3/x es derivable en xg = 0.

3
G) Dada y=x?—x2 +2, calcular:

1) pendiente de la recta tangente si xo= 1.

2) puntos donde o = 45°.

3) puntos donde la recta tangente es paralela a la recta 6x — 2y = 6.
4) punto donde la recta tangente es perpendicular a larecta x—y = 3.

Problemas resueltos:
1) Hallar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva f(x) =
/2 — % en el punto de abscisa x, = 1.
Resolucion: Siendox, =1 =y, =f(1) = /2 —% =1
N1 "2 1 N1
Dado que f'(x) = 5(2 — ;) (;) = f'(x) = ZxZJZ

Si la evaluamos en x, = 1, sabemos el valor de la pendiente de la recta
tangente. De esta forma, resulta:

[ C)—

1
1 2
2 N
2.1 /2 1
Asi tenemos que

Recta tangente: y — 1 = ;(x —1)=ray= %x +§
Rectanormal: y—1=-2(x—1) = n,:y = —2x + 3
Vamos a graficar la situacion aunque el enunciado no lo indique

14
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2) Hallar, si existen, las coordenadas “X” e “y” de los puntos sobre la curva

definida por la formula f(x) = 52"_1 donde la recta tangente forma un angulo

- X
de 45° con el gje x.

Resolucién: Como el problema nos pide que la recta tangente forma un
angulo de 45° con el eje x, se debe cumplir que la funcion derivada se
iguale a la pendiente de la misma. Siendo m = tg(45°) = 1. Pediremos

entonces como condicion que: f('x) =1.

Luedo: _5@2-x)-(6x-1)(-1) _10-5x+5x-1_ 9
T @ @-xF
Igualando a “1” tenemos que:
9 2 {
—— =1 = 2-x)=9 = [2-x|=3 =
(2 - x)2 ( ) | |
Sabidos los valores de abscisa podemos calcular las ordenadas:

Siendo: x=-1=y=f_y =501~ —2. De donde uno de los puntos es el

Po =(-1;-2). En forma idéntica, siendo x =5=y = fi) = 2!

2-X=3=>x=-1
2-x=-3=>x=5

=-8 Yy el otro
punto es el P, =(5;-8)

15
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H) Hallar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a:
1) y=x2+1en xo= 1. Graficar. 2) y =/x en xo= 1. Graficar.

3)y=—x*+4 x-3 en xo=0. Graficar. 4) y=3x2+% en xo=—1

5)y=21j en xo=1

[) Indicar puntos donde la recta tangente es horizontal si:
1) f(x) = x3— 6x2+2 2)f(x)=9i
—X

, 3
3) f(x)=e"" 4) f(x) = %—2x2+3x+5

J) ¢En qué puntos la curva f (x) = x3+ 4x +1 tiene una recta normal cuya pen-
diente es —1/77?

K) ¢En qué puntos la recta tangente a la curva f (x) = x3— 3 es:

1) paralela a la recta 12x — y = 57
2) perpendicular a larecta x + 3y—1=07?

L) La funcién cuya férmula esta dada por la expresion f(x) = ‘;x—flz posee en el
punto de abscisa xp= 2 una recta tangente cuya ecuacion es y = 3x + b.
Hallar, si existen, cuanto deben valer "a" y "b"

M) ¢ En qué punto/s de la curva y = = larecta tangente corta al eje de

xZ
abscisas en xy=37?
Problemas resueltos:

1) Se pide, para las siguientes funciones, determinar:
a) Dominio: | porque es una funcion polindmica.
b) Asintotas no tiene porque es polindbmica.
c) Analisis del crecimiento, decrecimiento. Calculo de maximos y
minimos.

f(x) = -3x° +5x3
~15x2 =0=>x=0
f'(x):—‘l5x4 +15x2 = —15x* +15x2 :0:>—‘I5x2(x2 -1)=0=106
x2—1:0:>|x|:1

Entonces:

x | oy | 4] 150 | 0] @1 | 1 ]| (d+0)

F@f () [Min] (+) [PL[ (+) [Max] (-)
\ ‘ / ‘ ‘ / \

Maximos y minimos relativos:
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Min=(-1;-2) Max = (1; 2)

Analisis de la concavidad y calculo de los puntos de inflexién:
f''(x) = —60x° + 30x = —60x> +30x =0 = -30 x (2x®> - 1) =0 =

-30x=0=>x=0
f'"(x)=0=16
{2x210:>|x|\/%_
Entonces:
ool Lol o Jo bl |
f(x) (+) ‘P.l.‘ ‘ ‘(H‘ l‘
/

Puntos de inflexion:
P'F(‘\/%_?‘%\/%_) Pl, =(0;0) Pl3=(\/%_:%\/%_)

Grafico:
y

f(x) = —

1+ x2
a) Dominio: D=
b) Asintotas:
No tiene asintotas verticales porque el dominio es D=R.

—~ 2% 5
. . 2 . Ty .,
lim = lim ¥ ——=1Ilm —*—=0=y=0 es la ecuacion de la
xow 1+ X X—>00 4+ X x>0 "5 1
\ / XZ XZ X
@ 0

asintota horizontal con lo que, no hay A.O.

c) Analisis del crecimiento, decrecimiento. Calculo de maximos y

minimos:
2 _ 2,4 5,2 2

F(x) = 1(x +1)2)2(.2x _ X +122;( N X 2+1 S0 x® 21— x =41
(1+x%) (1+x%) (1+x%)

Entonces:

x |Gy |1 et |1 | (t5te0) |
ol ) Tmin T (+) Tmax. [ ()
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A S

Maximos y minimos relativos: Min=(-1; —%) Max = (1; %)

d) Analisis de la concavidad y calculo de los puntos de inflexién:
_ —2x.(1+x%)% = (—x? +1).2.(1+ x?).2x _ 2x(1+ x2).[—(1+ x2)—2(—x? +1)]

fll
(x) (1+x2)* (1+x?)*
2x[—x2—1+2x2—2] x[x2—3] x[x2—3]
f'(x) = = =0 =0 =++/3
() (1+x2)3 (1+x2)3 - (1+x2)3 X v +\/—
Entonces: _
(-o0; . . .
x ) ~V3 |(-v3;0)] O | (0;v3 | V3 | (V3 ;+)
)l (-) P.I. (+) (-) P.I (+)
/R / /4 /
Puntos de inflexion:
Pl = (-3 ) PI, = (0:0) Pl = (V3 -3
Grafico aproximado:
1Y
05
X
5 -4 3 —=2 10 1 2 3 4 5
05
-1
2
f(x):ﬂ
X—2
a) Dominio: p=%-{2}.
b) Asintotas:
—4
2
lim X_—2X2+4 =w = x=2 eslaecuacidon de la asintota vertical.
x—> 2 L_r_/

-0
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o -0 -0
— 2 _ox, 4 2,4 P
X
ox2oxq4 et it 1t
im ——— = lim = lim = lm =

X—>00 X- PV S X0 -2 X0 -2
S 232 X 32 X 32

o -— &

-0 -0

Entonces, no existe asintota horizontal.

El hecho de que el grado del polinomio numerador supera en una
unidad al grado del polinomio denominador nos lleva a buscar la
existencia de asintota oblicua. Para ello hacemos la division (x?-2x+4)

/(x-2)
x2 - 2X +4 X-2 D(x) [d(x)
- X2 + 2X X r(x) C(x)
0 0 +4

D(x) _ C(x)d(x) N r(x)

Como D(x) = C(x) . d(x) + r(x) entonces d(x) d(x) d(x)

2
DO) _ ey ) , XT=2x+4 4 Como el resto es r=0
d(x) d(x) X-2 x-2

entonces el cociente y = x es la ecuacion de la asintota oblicua.

c) Analisis del crecimiento, decrecimiento. Calculo de maximos y

minimos:
£ (2x = 2)(x —2) =(x2 = 2x + 4).1 2x% —4x-2x+4-x%2 +2x -4 x? — 4x
(x)= = =
(x-2)° (x-2)° (x-2)°
- X(X_42) —0=>x=0vx=4
(x-2)
Entonces:
x | (000 |0 (©:2) |2] (2:4) ] 4 | @+
e (+) , (-) (-) (+)
/ Ma \ AV \ Min Y.

Maximos y minimos relativos:
Méx = (0; - 2) Min = (4;6)

d) Analisis de la concavidad y calculo de los puntos de inflexién:
) - (2x—4).(x~2)2 —(x® ~4x)2.(x = 2).1 _ 2(x~2)[(x ~2)(x ~2) - (x? — 4x)]
(x-2)* (x-2)*
2[x2 - 4x +4—x2 + 4x] 8 8
= =
(x-2)° (x-2°  (x-2)°
Por lo tanto no existen puntos donde se anule la derivada segunda

£r(x) = =0=8=0 absurdo:

Entonces:
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x |e=i-| 2] @)

2\

PO (+) (-)

A.
/4 \ W

Puntos de inflexion: No tiene, pero cambia la concavidad a izquierda y
derecha de x=2. Gréfico:

12 y
10

8
6
4
2

I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
-10 -8 -6 -4 -20 e 4 6 8 10 12
|
|
|
|
|
I
|
I
1

N) Obtener intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes funciones
1) f(x) = x> —4x -1 2) f(x) = x> —x>—x 3) f(x) = 2x3-9x2 +2

4) f(x) =x3-3x + 2 5)f(x) = x3-3x>+ 4 6) f(x) = —x3+ 3x? -2

O) Hallar keR / f(x)= sea creciente.

X —

P) Demostrar que la funcion definida por la expresion, f(x) = x - e?* (b # 0)
siempre posee un extremo relativo en x, = —%

x24+kx+1

Ejemplo: La funciéon cuya férmula esta dada por la expresion f(x) = =

posee un extremo en x, = 1. Hallar, si existe, el valor que debe tomar el
numero “k” y acorde con el resultado logrado calcular las coordenadas de
todos sus extremos relativos clasificandolos en maximos y minimos.
Resolucién Como sabemos que, la funcion en x, = 1 presenta un extremo,
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alli la derivada debe ser nula. Derivando tenemos que:

x>+ kx+1 oy Qe+ k) —2x) — (2% + kx + 1)(2x — 2)
[0 =" = /W= (2 — 2202

Como

(2+k)(1—2)—(1+k+1)(2—2)=

1= 22 —2-k

fA=0= f(1)=

Igualando a cero tenemos que: —2 -k =0 = k= -2
Sabiendo el valor de " k " resultan ser:

()_x2—2x+1
flx) = x2 — 2x

Y también:
x—2)(x?—-2x)— (x> —-2x+1)(2x—-2)

)= = 2002

Si en esta ultima expresidn operamos algebraicamente resulta:

—2x+2

)= 2 =222

Para calcular sus extremos, debemos saber en qué puntos se anula su derivada.

W=l o ax42-0 1
X)=———==0=> —2x =0=x=

f (x%2 — 2x)2

Luego, su unico extremo se alcanzaen x = 1

Analizando el crecimiento de la funcion y que el dominio de la misma es:

Domf = R —{0; 2}

x | (=i0) [FOR ;1) [TA] (152 [F2H] (2;4)
f’(x) (+) AV. (+) Max.| (-) AV. (+)

/ / AN

El maximo es el punto (1;0).
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Q) 1) La curva representada a continuacion corresponde a la grafica de una
funcién polinomica en el intervalo [9:7]. se sabe que en X=-9 y en x=1
presenta extremos relativos. Asimismo, en X=-3 podemos encontrar un punto

de inflexion. Estimar a partir de ella los respectivos graficos de las funciones
derivada primera y derivada segunda.

VY

2) La curva representada a continuacion corresponde a la grafica de una funcion

que presenta una asintota vertical en x=4 y una asintota horizontal en y=0
cuando X~ *©_ Se sabe que en X =0 presenta un minimo. Asimismo, en x = -2
podemos encontrar un punto de inflexion Estimar a partir de ella los respectivos
graficos de las funciones derivada primera y derivada segunda.

y
A

22



Colegio Nacional de Buenos Aires

Guia de Trabajos Practicos de Matematica

3) La curva representada a continuacion corresponde a la grafica de una funcién

continua. La misma, que ademas de poseer una asintota horizontal en y=0
cuando X~ *®  en x=1no es derivable y posee un punto de inflexién en x=95
. Estimar a partir de ella los respectivos graficos de las funciones derivada

primera y derivada segunda.

R) Analizando la existencia de rectas asintotas, maximos, minimos y puntos de
inflexion realizar las graficas de las funciones cuyas férmulas son:

a)f(x)=2x>-3x% +1 b)f(x) = —x* +2x2 +2
x—1 2 9
Of()=-— d)f(x):%+;
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APLICACIONES DE DERIVADAS

A) Resolver aplicando la regla de L’Hopital (optativo)

3 42 l Y -x
) i =22 252 Q)i = 3) g € 4) lim =
ol x> —Tx+6 x>l x—1 x>0 Senx x>0 Ig X
In(2x—-1) tg (ax) 23> +7x+6
S) 1im ——F—= 6) lim =——= 1) lim ———F—
) past sen(x—1) ) w50 bx ) o 33 +5x—2
2
sen” x +sen x—2 45 +2x* +6x 2x°.cos x
8) Iim 9) lim —————— 10) jim ——=
) N sen® x—4senx+3 ){z_)mo x? —2x ) )lcl—% 4 sen x
2
In sen x ¥+ -1 In cos (x—1
11) lim : 12) zim% 13) {inal—(” )
’H%(ﬂ—Zx) x>0 In(l+x Uy con By
gx—x x* —sen’ x . Ig x—x
14) 1im 15) jim —22 = 16) lim —=——
0 X x>0 x2.sen’ x x>0 X —Sen x

sec’x—21g x
17) lim ———~—
x_)% 1+cos (4x)

B) Problemas de méaximos y minimos

1) Hallar, si existen, dos numeros enteros positivos si se sabe que cumplen la
condicion de sumar 20 y ademas el cubo de uno de ellos sumado al triple
del otro resulta:

i) Maxima. i) Minima

2) Hallar dos numeros positivos cuya suma sea 20 y ademas:
i) Su producto sea el maximo.
i) La suma de sus cuadrados sea minima.
iii) El producto entre el cuadrado de uno de ellos y el cubo del otro sea
maximo

3) Dividir un numero positivo a en dos sumandos tales que su producto sea
maximo.

4) Un lote rectangular de 800m? tiene un lado sobre un rio. Hallar las dimensiones
del lote para que la longitud de la cerca sea minima.

5) Con una hoja de cartén cuadrada de lado 72 cm es preciso hacer una caja
rectangular abierta que tenga la mayor capacidad posible. Se recortan
cuadrados de los angulos de la hoja y se dobla ésta para formar la caja. ¢ Cual
debe ser la longitud del lado de los cuadrados cortados?
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6) ¢ Para qué numero se verifica que es maximo el producto entre un numero y
el anterior?

7) Se desea construir una piscina de forma rectangular y area 12m? . Estara
rodeada por un camino embaldosado de 30 cm. de ancho sobre los dos lados
menores y de 40 cm. sobre los otros dos. ¢ Cuales deben ser las dimensiones

de la misma a los efectos de que el area del terreno empleado sea maxima?

ancho = x

Piscina

e RPN
I 1
largo =y 30 cm

Problema resuelto:

Se desea construir un depdsito con forma de prisma de base cuadrada sin tapa
como el indicado en la figura. EI mismo, Debe tener 125 m3 de capacidad. Si el
costo de las caras laterales es de $2 el m? y el del fondo es de $4 el m? ; Cuales
deben ser las dimensiones para que el costo sea minimo? ¢ Cual sera ese costo

minimo?
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Resolucién: Supongamos que el depdsito se encuentra desarmado como
mostramos a continuacion.

X.y El volumen viene dado por la
=y~ expresion: V=x2y. Como es
condicion necesaria que el
mismo sea de 125 m® debe

asar que x%y=12 =125
X.y X2 X.y X p q X7y =126 =y=-%
Como queremos minimizar los
costos debe tener area minima 'y
asi utilizar la menor cantidad
X.y posible de material. La expresion
de la misma viene dada por:
f— X ——]
Cr= lXZJ . @)+ [4.x.y]. 2) = 4x% +8xy
— —— ——
Area del Costo del  Area caras Costo de caras
fondo  fondo laterales  laterales

Reemplazando por la relacion entra variables resulta:

Cr = 4x? +8.x.@ =4x2 +@
X

Derivando: C = 8x + &X=1000.1 _ gy 1000
X

X
Para lograr un minimo es preciso que la derivada se anule:

8x-“i#=o:>8x:1g# =x3=125=x=3125=5m

Como x=5 = y=1& = y=5
Ahora debemos demostrar que se trata de un minimo y para ello usamos el

criterio de la derivada segunda. La misma, evaluada en x =5 que resulta:

" 0.1000-1000.2x -2000.x 2000 " _ 2000
CT—8— o =2- N —2+T:>CT(5)—2+T>O

Como ello nos da un resultado positivo, estamos en condiciones de
garantizar que esas dimensiones X=5 A Yy =95 hacen que el costo del
depdsito sea minimo.

Para saber el valor del costo minimo basta reemplazar esos valores en la
funcidn de costos.

Asiresulta: C.;, =4.x% +8.x.y =4.(5)% +8.(5).(5)=300 $
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A B

8) Determinar x de tal manera que el cuadrado inscripto sea de
area minima, si el lado del cuadrado ABCD es de 10 m.

X
D Cc

9) Se dispone de 36 mts. de cerca para encerrar un terreno rectangular.  Cuales
deben ser las dimensiones para que sea de superficie maxima?

10) Un hombre desea cercar un campo rectangular y luego subdividirlo en 3
parcelas rectangulares iguales colocando dos cercas paralelas a uno de los
lados. Si dispone de 1.000 mts. de cerca, ¢qué dimensiones le daran el area
maxima?

11) Determinar las dimensiones que debe tener una lata cilindrica sin tapa de
64 cm?® de volumen para almacenar para que resulte lo mas econémica posible.

(Nota: Aproximar = =3714)

12) Se desea construir un tunel para lavado de camionetas con un acceso abierto
para la “Entrada” y otro para la “Salida”. La forma debe ser de prisma recto como
se indica en la figura. Las paredes deben estar azulejadas y tanto el piso como
el techo deben ser de hormigon. Los materiales necesarios cotizan a razén de
8%/m? para el azulejo y $5/m? para el hormigén. Si por ordenanzas municipales
se le impone como condicién es que posea un volumen de 400 m® ;Qué
dimensiones (ancho y alto) hacen que el costo sea minimo posible? ;Cual es

ese costo minimo?

y
Entrada .
— l Salida

—

13) Una isla esta ubicada en el punto A, 6 Km mar adentro del punto mas
cercano B en una playa recta como se indica en la figura. Una persona que se
encuentra en la isla desea ir hacia un punto C, 9 Km playa abajo de B.
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El arrendar un bote cuesta 9-x X
$15 cada Km recorrido y el
alquiler de un auto con
chofer $12 cada Km. ;,Cémo Mar
se debe hacer el trayecto 6

para que resulte lo mas

econdmico posible?

14) Obtener a'y b de manera tal que f(x) = x3+ ax?+ b tenga un extremo relativo
en (2;3).

15) Obtener a, by cde maneratal que f(x)=ax?+ bx + ¢ tenga un maximo relativo
de 7 en xo=1y que la grafica de f(x) pase por (2;,—2).

16) Dada f(x) = ax>+ bx? hallar a 'y b para que tenga un P.I. en (1;2).

17) Demostrar que una funcién clbica cuya ecuacion es f (x) = ax®+ bx?+ cx
+dcona, b, cy d= 0, tiene un solo punto de inflexion.

18) La funcion f(x) = x3+ 2x% + ax +b presenta un maximo relativo en (—1;6).
Hallar a 'y b y determinar si existe algun otro extremo relativo.

19) Demostrar que Va >0, f(x) = In (ax®+ x) no tiene extremos relativos.

20) ¢ Cuales son las coordenadas de los vértices de un triangulo isdsceles de area
maxima tal que uno de los vértices es el origen de coordenadas y los otros dos
son dos puntos simétricos de la parabola y=36-x" tal que —6<x<6? Justifique

Su respuesta.

21) Se necesita construir una caja sin tapa, de base cuadrada de 500 cm?® de
capacidad. ¢qué dimensiones debe tener para utilizar la menor cantidad de
material?

22) Determine las dimensiones de un rectangulo de area 169 cm2
que tengan la diagonal de menor longitud.

23) La lata de una gaseosa tiene una capacidad de 354 cm3. Si
el costo del material de la tapa es el doble que el del resto de la lata, ;como
deben ser las dimensiones de la lata para que el costo del material sea minimo?
(Suponga que la lata es un cilindro).

24) Un alambre de 1m de largo se corta en dos partes, la primera se dobla en
forma de una circunferencia y la segunda en forma de un cuadrado. ¢ Como
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deberia cortarse para que la suma de las areas del circulo y el cuadrado sea
maxima?

25) De todos los rectangulos de diagonal 6v2, encontrar las dimensiones del
de perimetro maximo.

26) Calcular la base y la altura de un triangulo isésceles de perimetro 8 y area
maxima.

27) Expresa el numero 60 como suma de tres numeros positivos de forma que

el segundo sea doble del primero. Si el producto de los tres es maximo,
determina el valor de dicho producto.
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TRABAJO PRACTICO N°4: INTEGRALES

Integral indefinida

Integrales Inmediatas

1. I(1+x).dx 2. j(l—\/;)z-dx 3-‘[(2+x)2.dx 4. Ix.\/;.dx
5. I%dx 6. J.(4cos x_coizx)dx 7. -[x%dx 8. J'lf/fz .dx

9.J'tg2x.dx 10. J'KL\/;QdeconaZO
11.

a) jx3.dx b) .Q/V.dy C)j% d)j d
J X

e)j(r"’ 33 452)dr 1) | (1-2x)(1+ 3x).dx g)j(tz —tiz).dt h)j( x+ﬁ)dx

X

0 IM.dx ) '@.dx

Integracioén por Sustitucion

1. I(l—3x)5.dx 2. J. 5 “exid dx 3. J.x_ x2+1.dx 4. Ie)i/; dx

: 1
5.Ie3x.dx 6. ‘[42*3x.dx 7. J.\/);_Jrz.dx 8j s dx
9. J.l_fi6.dx 10. J.9 12 11-J.3\/x2+x.(2x+1).dx

12. j(znx)—z.% 13. IW 14. [ cos*(2x).sen (2x) dx

15. l—dx 16. Itgsx.seczx.dx 17. J.cos x.sen’x.dx
18.
J1+x
19, [£5C 4 20, [ g 21 [
cos e* 2+2x° x? +x- 1

1
22. J.—3cossx.senx.dx 23. J o

1+x2
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24. sz;}'dx 25. j x Ldx 26. J‘%/(xz +x)2 .(2x+1).dx

X —6x+4 FEY
27, J’ln(x+2).dx
x+2
Integracién por partes
1. J.x.exdx 2. J.x.senxdx 3. Ix.cosxdx 4. Ilnx.dx
5. Ix2.lnx.dx 6. Iarctgx.dx 7 Ix2.exdx 8. je".senxdx

Integral definida

A) Calcular las areas limitadas por las graficas de las siguientes funciones y el
eje x

Ny=x2 0<x<1 2)y=x> 0<x<23)y=senx O0<x<n
4)y=—x2+4
5)y=x+2 1<x<3 B)y=x3—3x°+2x 7)y=x3-3x?> - 18x

B) Calcular las areas limitadas por las graficas de dos o mas funciones

y=x+2 y=senx y=x
1 5 2) 2 y=cosx 3) { y=2x
=X
Y x=0 y=0,5x2
y=5 =_ 2 2
y=-x"+4x =—2x% +8
4) 1y=—x+3 5){ i 6){y .
x=05x+3 y=x y=-x"+4
y=6
-x+2 x<0 =52
7) f(x)=x? _ Xt g) Jy=—x"+4
)70=x y elo)={ 2 22 )P
eje y

9) La grafica de y = x® y la de su funcién derivada.

10) La grafica de la funciéon y = 1 + 2x — x? y la recta que pasa por A= (-1; —
2)y B =(2;1).

11) La grafica de la funcion 2y = x?, su recta tangente en xo= 2y el eje x.

12) La grafica de la funcion y = — x2, su recta tangente en xo= 1y el eje de
ordenadas.

13) La grafica de la funcion y = — x3+1, la recta normal en xo= -1y el eje x.
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C) Resolver los siguientes problemas

1)

2)

Dadas f(x)=2x* y g(x)=-ax’ +16a+32 determinar a > 0 para que el area de
la region limitada por las graficas de f y g sea de 180 unidades cuadradas.

Hallar el area plana limitada por la gréafica de f (x) = 2x>— x* y la recta que
pasa por (a; f(a)) y (b; f(b)) si f(a)y f(b) son los valores maximos de f.

Hallar el area de la region plana limitada por la grafica de f(x) = x*—3x+ 3y
la recta que pasa por (a; f (a)) y (b; f (b)) si f(a)y f(b) son los valores
maximo y minimo de f.

La planta de un supermercado esta limitada por los ejes coordenados, la

grafica de las funcion y = X’ +1 y x = 1. Graficar la planta y determinar

donde debe ubicarse la géndola de lacteos si debe estar en el centro del
supermercado.

Un jardin esta limitado por las graficasde y=x+1, x =1y x = 4. Graficar
el jardin y determinar donde debe plantarse un roble si debe estar en el
centro del jardin.

Un polideportivo esta limitado las graficas de y:—x2+4, y los ejes

coordenados. Graficar la planta del polideportivo y determinar donde se
esta ubicada la cancha de paddle si esta en el centro.
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