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PROGRAMA DE MATEMATICA PARA CUARTO ANO. 2013
Unidad 1: Funciones exponenciales y logaritmicas

» Funcién exponencial. Definicién. Caracteristicas. Representacion grafica.
» Logaritmo: definicién. Propiedades. Cambio de base.

> Funcidn logaritmica. Definicion. Caracteristicas Representacion grafica.
» [Ecuaciones exponenciales y logaritmicas.

Unidad 2: Trigonometria

Primera parte

» Sistemas de medicién angular: sistema sexagesimal y radial.

> Definicion de las funciones trigonométricas. Teorema del seno y del coseno.
Aplicaciones.

> Relaciones entre las funciones trigpnométricas de un mismo angulo. Signo
de las funciones en los cuatro cuadrantes.

» Funciones de la suma y diferencia de dos angulos. Funciones del angulo
duplo. Relaciones entre las funciones de los angulos complementarios,
suplementarios, que difieren en = y opuestos. ldentidades .

Segunda parte

» [Ecuaciones trigonométricas.

> Representaciones graficas de seno, coseno y tangente. Funcién armoénica
generalizada.

Unidad 3: Vectores en el plano y en el espacio

» Concepto de vector. Versores fundamentales. Expresion candnica y
cartesiana de un vector.

> Adicibn  de vectores. Multiplicacion de un vector por un escalar.
Propiedades.

> Angulo entre dos vectores. Producto escalar de dos vectores:. definicién y
propiedades Norma de un vector.

» Producto vectorial entre dos vectores: definicion y propiedades. Calculo.

» Paralelismo y perpendicularidad de vectores.

Unidad 4: Geometria lineal en R®. Sistemas de ecuaciones lineales.
Primera parte

> Ecuacion vectorial de una recta en R°. Interseccion entre dos rectas.
Rectas paralelas. Rectas alabeadas.

» Ecuacion general de un plano. Obtencion de la ecuacién de un plano
conocidos un punto y un vector normal ; dados tres puntos no alineados;
determinado por una recta y un punto exterior; determinado por dos rectas
paralelas no coincidentes; determinado por dos rectas que se cortan.

Segunda parte

» Planos proyectantes de una recta.

> Intersecciones: recta —plano y plano-plano.

> Distancias: punto-punto; punto-recta; punto plano; recta - recta; recta —
plano.

» Meétodo de Gauss para resolver sistemas de ecuaciones lineales.



Unidad 5: Numeros complejos

» Numero complejo: definicion. Parte real e imaginaria de un numero
complejo. Unidad imaginaria. Adicion y multiplicacion en C. Forma cartesiana y
binémica. Complejos conjugados. Propiedades. Divisibn de numeros
complejos. Potencias de i

» Argumento y modulo de un complejo. Propiedades del médulo. Forma
trigonométrica y polar de un complejo. Multiplicacién y division de complejos en
forma polar y/o trigopnométrica. Representaciéon grafica de nimeros complejos.
> Potenciacién de niumeros complejos. Formula de De Moivre. Radicacion en
C.

» Factorizacién de polinomios en R y en C.



TRABAJO PRACTICO 0

1. Resolver en R las siguientes ecuaciones:

a)(-x+ 2y =1 b) x> =x c)4x* —5x*+1=0
d)(x2—x)2—8(x2—x)+12=0 e) 4x*+15 x> — 4=0 ) x*+ (/2+18) x =
g) (x-1)*-3(x-1)* = -2 h) (m? —1)(m” +3)=2m’

i) 4a’(1-a-a’)=-a*+a’ j) 3(x* -16)(x’ —2x7 +x) =0

7(, 3 (7, 14 3 3 2
k) E[I—Eyj(§+?yj:0 D) (x°=8)(x? +8)(6x +7x+8)(1-x)=0

m) 9p° —-7p" =6p° +2p’

2. Encontrar el conjunto solucién en R de estas ecuaciones:

-6

a) X0, x5 10 py M., 9tk o) ax—2 oo+ 3
Xx-5 x+5 3 X 2 X 3
dx+ 1o &) (x=5/x P +10( - 5:x)+ 24 =0 ) %:ﬁ
3. Resolver en R las siguientes inecuaciones:
a)(x+%)(—3x+9)20 b) (2x+1).(3x-2)<0 ¢)3x2+15x>0
d)(x+10)? >-4 e)x' < -5 ) [x 2/(x*=5)20
g) xX*-x<0 h) x*- 1% <4-x* i) (2x-3)* > 4 (x+1) (x+2)
)X +2x +1< 4 k) x> >x
4. Encontrar el conjunto solucién en R de estas inecuaciones:
2 3
a) X9 g by 2<-3 ¢ - 253 0 =X
3+x% =5 X9 X 5 [x+3
|x—2] x% -5 x2 -5 2x-4
e <0 h
)X2_5 f)|x—2|—2 )|x—2|+2 ) ’-9
i) Z—3<1 p1s8 K) —— <2 ) X2
X X X+2 X+1



5. Dadas las siguientes funciones definidas de su dominio D en R:
) f)=x"=2x+1 i) f)=x"+5x=2 i) f()=[x=3 W) f(x)=]x¥" —x
1 , 1
V) f()=—— vi) f(x) =—
x—=2 X
a) Hallar dominio e imagen
b) Clasificarlas de D en R y hallar conjuntos mayorantes en los que sean biyectivas
c) Endichos conjuntos, hallar la funcién inversa

Conjunto mayorante: Maximo en sentido de inclusion

6. Dada larecta r:y = —%x + 1, obtener la ecuacion de la recta s que cumple con la

condicion establecida en cada item:
a) s/ r y contiene al origen de coordenadas; b) s Lr y tiene ordenada al origen -3;

c)sLr einterseca al eje de abscisas en -3; d) s // r y contiene al punto (2/3; 9).

7. (Para qué valor de m, lasrectas r: (Sm-1)x -y+ 2=0 y s:3x-6y+ 9=0

son perpendiculares?

8. Un auto circula por la ruta 2 y la distancia (en km) que lo separa de Buenos Aires en
funcion del tiempo (en hs) estd dada por una funcion lineal. Se sabe que a las dos horas
de haber partido de la ciudad de origen se encontraba en el km 150 y que media hora
mas tarde se encontraba a 100 km de Bs. As.

a) Encontrar la formula de la funcion lineal de la que habla el enunciado.

b) (Qué parametro de la formula hallada en el item a) indica que el auto se acerca a
Buenos Aires? ;Por qué?

c) (A qué distancia de Bs. As. se encontraba el automoévil en el momento de partir? ;A
qué velocidad circula?

d) ¢(En qué momento pasé por el km 225 de la ruta?

e) Graficar e indicar un dominio que dé cuenta de la situacion.

9.Escribir la féormula de una funcion cuadratica definida de R en R que verifique lo
pedido en cada caso:
a) su vértice es el punto (-6; 0) y tiene concavidad positiva.

b) su vértice es el punto (—1; -3) y contiene al punto (1; -2).



c) susraicesson 0y -2 y tiene concavidad negativa.
d) susraicesson3 y -1 y contiene al punto (0; 1).
e) tiene un maximo en x=-3, f(-3)=6 y f(0)=0.

f) escreciente en (—oo; —3), f(-3)=6 y f(0)=0.

10. Se estan haciendo pruebas desde un submarino lanzando misiles desde cierta profundidad y
registrando su altura, medida en metros respecto del nivel del mar, en funcién del tiempo, medido en
segundos.

Un misil fue lanzado desde una profundidad de 160 m, atravesoé la superficie a los 2 seg. de haber sido
lanzado y explotd contra el blanco que flotaba en el mar 6 seg. después.

a) ¢Cuadl es la variable independiente del problema? ;Y la dependiente?

b) Definir la funcion que permite calcular su altura en funcion del tiempo sabiendo que se trata de una
funcion cuadratica. (Nota: Dar un dominio que sea coherente con la situacion planteada.)

c) ¢ Cual fue la maxima altura que alcanzé el proyectil? ; En qué momento sucedio?

d) ¢Aqué altura se encontraba 1 seg. después de haber sido lanzado? ;Y a los 3 seg.?

e) ¢Enquéintervalo de tiempo estuvo por encima del nivel del mar? ;Y por debajo?

11. Resolver analitica y graficamente los siguientes sistemas de ecuaciones:

a>{y=x2 b){y:xtx—a {y=—3x<x+2>

y=x+2 y+10=3x y=4(x-1)(x-3)

12. Factorizar cada uno de estos polinomios:

a) P(x)= x> -x b) S(x) = Ex3 -8 0)QKx) = x2 -5
) T(x) = (2x+1)2-9 e)R(x) = 4x*-12x3+9.x2 fUK) = 25x*-16
g) P(x) = 8x*+6x’—5x—3 h) Q(x)= 4x% —6x? —6x+4
i)S(t)z-%t4-t3+t2+2t DT = +5+3x-9
K ME) =x"-x"-8x+12 ) N(x) = x*+x* + 7x* +9x-18
13. Indicar para que valores estan definidas las siguientes expresiones y simplificarlas.
x* 16 X —1 2834212 4242
7 2 b) = : 2
X' —2x° -8 X =1 e+t

d) x4-2x3-x2+2x o) -x3+3x2-4 f 3x2-3x

x3 -2x2 x3 + x2 - 6x 3242



Respuestas

1a) {1} b0 -1} O -1%-112) d){3;2 21} e){112-12} 1) {-3v2,-2}

0) {2 0; V2 +1,-2+1} h) {43,-43} ) {0;5+_J6ﬁ;5__J67_3} (22,0, 1} k) {1073; -32}

D221 m {033}

2. a){(-10;10} b){3;-1/2} ©){6;-1/6} d){4} €){16:1:9;4} ) R-{1;1)
3. a)[1/53] b)(-1/2,283) ¢ (~o=5]U[0;+%) AR € &

) (—eoi =B |O[VBi+oo) {2 Q) (O 1) M3232] ) (~o;1/24) 3]

K) (=1 0) U (1 + )

482 DEUB0) (030  d@E+e) o (EVE) 0 [-50)u[V54)
o) [VBNB] W30+ w) D)oo 0) Ulite) (o0 K (712-2) ) (1;-112)

6. a)y=-0,5x b)y=2x-3 ¢)y=2x+6 d)y=-0,5x+28/3

7. -1/5

8. a) y =-100 km/h x + 350 km c) 350 km; 100 km/h d) Alas 1,25 h (1 h 15 min.) de haber
partido.

9. a) Una respuesta posible es y = (x+6)> b)y=1/4 (x + 1)*-3  ¢) Una respuesta
posibleesy=-x (x +2).d)y=-1/3 (x-3)(x+1) e)yhHy=-2/3(x+3)>+6

10. b) f(t)=-10 (t-2) (t—8); Dom(f) =[0; 8] c) 90m alos 5seg. d) A70m bajoel mar. ¢)(2;8)
y [0;2)

11. a) {(2;4); (-1; D} b) {(2; - 4)} c) &

12. a)x (x-1)(x+1) b)Y 127 (x-6)(x*+6x+36) ¢)(x-v5)(x+5)
Dax-1)E+2)  e)ax (x-327° 25 (x-25/5) (x +25/5) (x> + 4/5)
2)8(x+12)(x+ 1) (x-3/4) h)4 (x+1)(x-1/2) (x-2)

D-1/2 t t+2)(t-2)(t+v2)  HE-DE+3F k) (x -2 (x+3)

D (x-1) (x+2) (x*+9)

X% +4

x2+2

13. a) {xeR /x#2 AX#-2}; ;bh){xeR/x#1A x#-1}; (x2+x+1) (xz-x+1)

2[+1) (x=1)0c+1)
){teR/t£0At#-1}; d){xeR/x#0Ax#2};, ———*

X

—(x+1)(x-2)

e){xeR /x#0AXx#2AXx#-3};
x(x+3)

f) {xe R /XiO/\Xil};Zi
X



Trabajo Practico 1: Funciones exponenciales y logaritmicas

1. Los datos de la tabla muestran la longitud L de la raiz de una planta de habas en el
dia n.

0 2 4 6 8 9 10
L 1 4 37 50 80 82 83

La tabla, ;puede corresponder a una formula del tipo L=k a" + b ? ;Por qué?

2. Se parte de una muestra de dos kilogramos de una sustancia que se reduce un 75% cada
afio.

a) ¢Cuanto tiempo habra pasado para que quede una masa de ékg.?

b) Definiry graficar una funcién que modelice el problema.
c) Lamasa, ;puede desaparecer?. Argumentar.

3. Sean fi: R—R tales que:

fi(x) =3* fy(x)= 3" fr(x) = -3
fy(x)=2.3" fy(x) = 3+1 fy(x) = -2.3
f3(x)= 3% fo(x) =372 fo(x)=- 3% +1

Para cada una de las funciones:
a) Obtener la ecuacion de la asintota horizontal y la interseccion con el eje y.
b) Indicar intervalos de crecimiento o decrecimiento.

c¢) Representar graficamente.

4. Hallar los numeros reales a y b tal que la funciéon f: R >R /f(x) = 2x*a+ b tenga asintota

horizontaleny=1y  f(2) = 3.

5. Hallar la férmula de una funcién exponencial f creciente de la forma f(x) = k.ax + b, con
asintota horizontal en y=-3 y tal que f(0) = - 2. Si el problema tiene solucion, indique si es
unica.

6. Resolver las siguientes ecuaciones:
a) 7" =1 b) 3%7%=9 c) 25%%= 5%

d) @ —4

7. Resolver cada una de las siguientes ecuaciones:

a) 23=9. 2 b) ax! =3e 0 V242 =2
27
1-X
d) 427" = 1 e) (0,5 =842 f) 4.32¢1+17.3x-7= 0
8

9 8- -2



X
8. A partir del grafico de f: R — R/f(x)= Gj , obtener los gréficos de:

X X X—2
f1ZR—>R/f1(X)=(%j +3, fz:ReR/fz(x)z—(%} +1 fS:R—>R/f3(x)=(%j

1 x—2 1 Ix|
f4:]R—>R/f4(x):—(g) -3 f5:R—>R/f5(x):(g)

En cada caso escribir el conjunto imagen , la ecuacion de la asintota horizontal e interseccién con el eje

y.
9. Calcular, utilizando la definicion de logaritmo

a) log,; % b) log, 3 ) log,, 81 d) logaa (con a>0,a% 1)

3

10. Definir funciones logaritmicas de la forma fi: A; - R/ fi(x)=log.(x-b) que
verifiquen las condiciones dadas y obtener el grafico aproximado de cada una de
ellas:

a) Con asintota vertical en x = -2 y pasa por el punto (2;2).

b) El dominio es (4, + o )y pasa por el punto (6;-1).

11. La molaridad en iones de hidrogeno H3O* es el cociente entre el numero de moles de H3O*
y el volumen de la solucidn en litros y se expresa como [H30*]. La acidez de una solucion se
mide por su pH (potencia hidrégeno) que se define por: pH= -log[H30*], definicion
propuesta por el quimico danés Sdrensen en 1909.

a)¢,Cual es el pH (redondeado a dos decimales) de una solucion que contiene 3.10-5 moles
de H30* por litro?
b)¢ Cuél es la molaridad en iones H3O* de una solucion para la cual el pH es 2?;Y si el pH
es9?
c) Evaluar el porcentaje de descenso de la molaridad en iones H3O* cuando el pH de una
solucion varia de 2 a 3.

12. Graficar cada una de las siguientes funciones fi: Aj— R, indicando: dominio,
ecuacion de la asintota vertical, interseccion con el eje y, ceros, conjunto de
positividad y negatividad, crecimiento y /o decrecimiento.

a) f1(x) =logyx b) fi(x)=-log, x c) f3(x) =1 -log, x

4 4

d) fy(x)=2.logy x e) fi(x)= f) f(x) = logs|x+5|

log, x
)

13. Una técnica para descubrir la antigiledad de un objeto es medir la actividad (A) de carbono 14
presente en el mismo. Esta actividad viene dada por: A = 15,3.(0,866) t donde t es la antigliedad en
miles de afios y A se mide en desintegraciones por minuto por gramo (dpm/g) de carbono 14.
Calcular la antigiiedad aproximada de un objeto en el que A= 7,65 dpm/g

14. Encontrar, si es posible, x € R/logs (_2)“;3) =1

15. Calcular:
_ _ 1
a) Iogﬁ(Z 30) b) logg V52 ©) 09 5 e d) log f5 1
5

10



16. Qué relacion tiene que existir entre a y b para que se verifique que:
loga+logb=0 (aeR*, be R*)

17. Calcular a sabiendo:
loggn=2Yy log, 64n=>5

18. Resolver en R

a)  3Sflogx +logx=10 (Pista: sustituir 3/logx ) b)log(x2) = (log X)?
) logalx") +(logax)' = - ) loga(9-27) = 3x

19. Encontrar k y a para que el grafico de f:R — R definida por f(x)=k.ax pase por los puntos
PyQsi

a) P(-2;16) y Q(2;1) b)P(3;1/3) yQ( 1;3)
20. Encontrar el error del siguiente razonamiento:

(=1)* =1* = log, (—1)* =log, 1* = 4log, (~1) =4.log, 1 (por logaritmo de una potencia)
aplicando logaritmo a ambos miembros
log, (—1) =log, 1= —1=1, por ser log una funcién inyectiva

21. Resolveren R
a. logy(x? —12x+20)=2 b. (Iogx)z—logx—2=0

c. loggs x+logzs(12—x) =1 d.  x°9% —100x

e. Iogz[logz( \/ﬁﬂﬂ £ 10%100'% —1000
22. Seaf: Ac R — R/f(x)=k +log,(x +Db)

a. Encontrara, kyb sabiendo que los puntos (0,-3), (1,-4) y (—%,—2} pertenecen al grafico

def

b. Para los valores obtenidos, analizar la existencia de la funcién inversa y, si es posible,
obtenerla. Si existen, encontrar las intersecciones con los ejes coordenados

c. Graficar ambas en forma aproximada e indique ecuaciones de las asintotas.

Rtas

1) No. Con las tres primeras columnas se obtiene: L=0,3. (\/ﬁ)n + 0,7, pero 50 #0,3. (\/ﬁ)é + 0,7

) a)3afios; 4) a=-1;b=1 ;5) f(x)=ax-3 ,cona>1. ;6) a)x=4;b)x=0; c) x=4/3;d) x=-7

Ya)x=0,5; b)x=-1 ; ¢)x=0,75; d)x=-1; e)x= -6,5; Hx=-1; g) x= 1/3

9)a)-2;b)-1/2;¢) 8;d) 1 ;10) a) fi: (—2,+00) = R/f,(X) =log, (x+2) , b) fz: (4,+e0) —> R/f,(X) :Iog% (x—4)
11)a) ph = 4,52; b) 0,01; c) 990% ; 13) aprox. 4.818 afios; 14) x=6/5; 15) a) -60; b) 3/2; ¢) -6; d)0.; 16) a.b=1; 17) a=4

2

18) 2)s={10"} :b) 8={1,100} ;) s={4,7} d)S={0,3}; 19)a) k=4,a=05 ; b)k=9,a=1/3;

2
7

21) a) S ={1,11}; b) S={100, 1/10}; c)S={7,5}; d) S={100, 1/10}; e) S= {2128} : f) S={1,2}-; 22) &) a= %; b=1; k=-3

1



Trabajo Prdctico 2: Funciones Trigonométricas

1. Completar las tablas estableciendo las equivalencias entre el sistema sexagesimal y

el circular

a)
sexagesimal 360°(330°|300°|270° 150° 120°| 90° | 60° 30°
circular o i ol 7 T . 3_71; 1
3 6 4
b)
sexagesimal 1° 300°30° -1250°
. 3 o
circular —
12

2. Demostrar cada una de las siguientes relaciones entre funciones trigonométricas de

un mismo angulo

a) sen(u).cosec(u)=1, (ue R/u#kmn con ke 2)

b) cos(u).sec(u)=1,(ue R/u¢(2k+1).g con ke Z)

c) tg(u).cotg(u)=1,(ue R/u¢k.g con ke Z)

sen(u)
cos(u)

d) tg(u)= (ue R/u¢(2k+1).§ con ke Z)

e) senz(u)+cosz(u) =1(ueR)

) 1+t )=—p—
€os“(u)

9) 1+cotgz(u)= 5
sen“(u)

=se02(u),(ue R/u¢(2k+1).§ con ke Z)

=cosec2(u),(ue R/u#km con ke Z)

3. Usando las relaciones demostradas en el problema 2, calcular todas las funciones de

o en cada uno de los siguientes casos:

12 3n
a =_— i
) sena 3 (r<a< 2)
b) tga=2 (O<(x<g)
c) seca=& (—£<oc<0)
3 2
4. Demostrar : tgo=a=>|seno.coso = |23|
a“+1

5. Se quiere reconstruir un tridngulo del que sdlo se conserva el fragmento que indica

la figura. ;Qué dimensiones tenia la pieza original?.

50 cm

o /:/

12




6. Si se considera que las orbitas de la Tierra y de Venus en torno al Sol son circulos
de radios respectivos 150.000.000 km y de 109.000.000 km. ;A qué distancia se

encuentra Venus de la Tierra cuando el angulo de observacion Sol-Tierra-Venus

( aenla figura) es de 22°? Expresar el resultado con 3 cifras significativas.
T

CUIDADO

Con estos datos pueden construirse

dos triangulos

A A
TVSy TV'S

.
o,

.....
.......

.....
. o
8
,,,,,,
''''''

Dos motociclistas parten del punto en que se bifurcan dos
carreteras rectas que forman un angulo de 55°. Viajan a 90 km/h
y 120 km/h respectivamente ; A qué distancia se encuentran uno

de otro al cabo de 3 minutos?

13



9. Verificar las siguientes identidades. Determinar, en cada caso, el conjunto en el que
son validas

cosoL

2) cotgo, senc b) cos? o—sen’a = 1—2sen’a
©) (tgoc—1)2=se020c—2tgoc d) 1 1 1
sec? o cosec?or

€) seco—cosa = seno.tga

f) (I-sena).(I+sena )=

1+t920c
%) cotgo—1 _ coseco h) 1+seca = senoi-+1gor
1—-tga secal cosecal

i) cot gz(x —cos* a.cosec?o. = cos? o J) sec’ o —tg4oc =1+ 2tgz(x

COS QL+ Senal
k) seca.seno+1=———

cos o I) tgo+cotgo =secocoseca

m) (seno+cos oc)2 = 2tgoccos2 o+1 n) seca+1_ tga

g seca—1

10. Reducir cada una de las siguientes expresiones

a) x= sen(ot+B) +sen(o— )
cos(o.—B)—cos(o+ )

b) x= 2seno—sen(2a.)
2sena+sen(2a.)

11. Verificar las siguientes identidades. Determinar, en cada caso, el conjunto en el que
son validas

2tg% 1—tg2 (1 ocj
a) senp = YR b) coso=——2
1+tg2 [2) 1+ tg2 (;ocj
2tgB
¢ tgPp=—--—
1-tg°B d) 2+tg(2B)tgB = %

12. Expresar sen(3x) y cos (3x) en funcion de cosx y senx.

13. Resolver las siguientes ecuaciones

a) -2 ++/3cosecx =0 b) cos? x = cosx

14



secx 1

2x)=0,5 d) ————secx=0

¢) cos(2x) ) oo 2

e) cos? x+%senx—% =0 f) secx +tgx=1

g) senx +tgx =0 h) sen(2x) + sen(4x) =0
i) sen’x+cos x =1,25 J) cosX—2sen’x+2=0
k) 4sec? x—tg?x =7 ) cos(2x) =1-senx

14. Demostrar que
a) senp+senq=2 sen(pwj.cos(p-qj

2
b) cosp+cosq=2cos (quj.cos(%j
o L Ja+B=p
(Pista: hacer la sustitucion 8 )
— — q

15. Verificar las siguientes identidades e indicar, para cada una, el conjunto en el que es

valida:
Cos X + sen°x 3,13
a) —————=1-senx.cosx (Pista: Recordar como se factoriza a™+b”)
COSX + senx
cos(-x)  sen(x
b) &) &) . senx + Cosx

1+1g(-x) 1+ cotg(-x)
c) cosec’x —cosec’x = cotg4 X+ cotgzx
d) cotga-tgo _ cos(20)
cotgat+ tgo

16. Resolver las siguientes ecuaciones trigonométricas:

i) 4 sen” x- 8 sen x +3=0 o 2 3
ii) 2sentcost= _TCOSt
ii) tgQ - 2 sec’ +3 =0 iv) senx ++/senx =0

Dada la funcion f:R — R/f(x) = Asen(Bx+C) con Ae R—{0}, Be R*, Ce R,
|A| recibe el nombre de amplitud; B el de pulsacion; C es la fase inicial; p=2—7c
es el periodo y

o= —% es el angulo de desfasaje.
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17.

a)

c)

e)

Dadas las siguientes funciones definidas de R enR:
= 2
y = sen(2x) b) vy :%sen(%x)

T 1 T
=sen| X+— d =2sen| —X+—
Y (X 6] b (zx 4)

y= 5.sen(3x +g) fy y= —4.sen2.(x+§}

Se pide:

i)

ii)
iii)
iv)

18.

20.

Amplitud, pulsacion , angulo de desfasaje y periodo.
Representacion grafica aproximada

Maximos y minimos

CO, C+, C.

Fl grafico corresponde a una funcion de la forma f: R — R/f(x) = Asenlbx + a]
Ty

2

1 80

Encontrar A, by a.
Determinar amplitud, pulsacion ,angulo de desfasaje y periodo.

. a)Representar graficamente f:R—R/ f(x) = 2 sen 3(){ + gj

b) Determinar amplitud, pulsacion, periodo y desfasaje.

¢) Encuentre una funcion g: R—R que tenga la misma grafica que f, que responda a
una férmula del tipo g(x)= A cos(ax+b). Justifique,

Una boya en un canal se balancea hacia arriba y hacia abajo con el movimiento de
las olas. La boya se mueve un total de 60 cm desde su punto mas alto hasta su punto
mas bajo y regresa a su punto mas alto cada 10 segundos. Sabiendo que en t=0 la
boya se encuentra en su punto mas alto, escribir una ecuacion que describa su
movimiento. Obtener un grafico aproximado.
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21. El numero de predadores y el nimero de presas, en un sistema predador - presa
tiende a variar periddicamente. En una cierta regién con halcones como predadores
y roedores como presas, la poblacion de roedores R varia de acuerdo con la
ecuacion R = 1200 + 300 sen [gtj y la poblacion de halcones varia con la ecuacion
H =250+ 25.sen(%t—%) , con t medido en afios desde el 1° de enero de 2000.
a) (Cual era la poblacion aproximada de roedores y cual la de halcones el 1° de enero
de 2000?
b) ;Cuales son las poblaciones maximas de roedores y halcones? Estos maximos,
jocurren alguna vez al mismo tiempo?
c) (En qué fecha se alcanzo la primera poblacion méxima de roedores?
d) ;Cual es la minima poblaciéon de halcones? (En qué fecha se alcanzo por primera
vez?
22. Resolver en R
a) sen(2x+zj =sen(gn—xJ b) sen (2x—£j=cos (E+Xj
3 3 4 6
c) cos (2x+£j = cos (E—xj d) tg (E—ij = tg3x
3 4 3
23,

Sea f:R > R/f(x)=-2 sen(bx+%j con be R*

. . . . 2z
a) Obtener b sabiendo que la distancia entre dos ceros consecutivos es —.

b) Encontrar el conjunto de ceros, el conjunto de valores de x para los que f presenta

maximos y el conjunto de valores de x para los que f presenta minimos.

c¢) Realizar el grafico aproximado.

Rtas:
1) a)
sexagesimal 360° | 330° | 300° | 270° | 240° | 210° | 180° | 150° | 135° | 120° | 90° 60° 30°
circular 11 5 3 4 o 5 3n 2 T 1
m | T | T | | o — | oW T 3 | o= z
3 6 6 4 3 2 4 6
b)
sexagesimal 1° 300°30° -1250° 171°53°14,4” 15°
3
. T 0017 | o5 o5 | 1B o817 T
circular 180 360 18 12
3)
sen cos tg cosec sec cotg
a) -13/12 -5/13 12/5 -13/12 -13/5 5/12
b 2 172
) 2fs NG V5 5
5 5 2
<) -172 \/54 _\/—% -2 _2[% -3
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5)32,64cm y 64,28 cm aprox.;6) 4,57.107 km y 2,32.108 km ; 7) aprox 5 km; 8) aprox.1899 m ; 10) a) cotgP3, b) tg2(ov/2)

12) sen (3x)=3senx cos?x - sendx ; cos(3x)= cos®x — 3 cosx sen’x

13)a) x=§+2knvx=2§+2kn,conkeZ;b)x:§+knvx:2kn,conke Z;

T T T 7
c)x:ig+kn,conke Z;d)@;e)x:5+2knvx:—€+2knvx:gn+2kn,conke Z

T T 2

f) x =2km,conke Z, g) x=k=n , con ke Z;h)x=k5vx=§+knvx=§n+kn,conke Z
. b . 4 2 4
1)x=i€+2k7t,conke Z;J)X=E+kTEVX=§TC+2kTEVX=§TE+2kTC,ConkE Z
k)XZ%-'rkg,conk ez, x:knvx:g+2knvx:gn+2kn,conke Z
15) a)x=%+2knvx=gn+2kn,con ke Z ; b) t=§+knvt=—%+knvt=§n+kn,con ke Z

c)(p=%+k§,conk €7, d)x=km,conke Z; 18) a) A:3/2,b:2,0c=g;20)

X= 30003(Etjv X= 303en[£t +Ej
5 5 2

n 2kn 11n }
% 3 12

21)a) 1200y 232,b)1500, 275, no, ) 1/1/2001, d)225, 1/7/2003 ;22) a) {g+§kn,2kn,ke Z} b) {—+—,—+2kn,ke Z

c) {—£+gkn,—7—n+2kn,keZ}d) {£+En,keZ};23)3)9b=3/2;b)00= xeR/x:—nggkn ;
36 3 12 15 5 9 3

Crmax= xeR/x:—§n+ikn ; Cmin= XeR/x:la'Hﬂch
9 3 9 3
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Trabajo Prdctico 3: Vectoresen R ° y R 7.

1. Si ABCD es un paralelogramo y O es el punto de interseccion de las diagonales, realizar las
siguientes operaciones entre vectores:

a) 2AB+BD b) 1.E+1£ ¢) AC+AO-CO
2 2
d) 2AC-BC-2AB
2. Dados P=(-3,-2) y Q= (3,-4) obtener:
a) las componentes de PQ y expresar dicho vector en forma canénica
b) [Pa] y P
¢) el versor asociado a PQ

d) un vector de modulo 3, con la misma direccion de PQ, pero de sentido contrario.
3. Siu=3. +E; v=(-2,5), hallar

a) U+V b) 3.5-V 0)

N | —
cl
1
N | w
<i

4. Dados i=2i-j y V=1i-3j

a) Obtener U+V.

b) Comparar ||U + V” con||ﬁ|| + ||V|| .

¢) (En qué caso se cumple que [t + V| =+ |v] ?

5. Encontrar todos los vectores de modulo 10 que resulten paralelosa a= 3i+ 4].

Vv v
6. Encontrar dos versores perpendiculares al vector a=i+2j.

7. Encontrar, en cada caso, el &ngulo determinado por:
\ Vv

a)a=3i+] y b=i+2] b)a=3i+] y b=6i-2]

8. Demostrar que para cualquier vector i ,no nulo, se cumple que: =1

1
]
9. Dados los puntos A=(1,1),B=(2,3), C=(5,x) y D=(y,1).

a) Determinar x e y para que ABCD sea un paralelogramo.
b) Con los valores x e y hallados en a), calcular el perimetro del paralelogramo.

10. Sean los puntos A =(3,-1) ,B =(7,0), C= (6,4) y D= (2.3).
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a) Demostrar analiticamente que ABCD es un cuadrado.
b) Verificar analiticamente la perpendicularidad de las diagonales.

11. Demostrar  vectorialmente que las diagonales de un rombo se cortan
perpendicularmente

12. Encontrar el vector x tal que :
a) 33,2+ x=(1,4,1) b)(3,2,1)+ x-(1,1,3)+(2,4,1)=(2.3.5)
13. Dados los puntos A=(2;0;0), B(0;1;0) y C=(0;0;5)

A
a) Dibujar en el espacio el triangulo ABC 'y calcular su perimetro.

b) Dibujar {Pe R3/ “ﬁ” = 1} . Encontrar la ecuacion que caracteriza la figura dibujada.

A
14. i La figura muestra un prisma de base rectangular apoyado sobre los
¢ A planos coordenados, de tal forma que el vértice oculto es el origen de
F ¥ o coordenadas (O)
E & —y>

a) Si B=(0,2,0), E=(1,0,0) y G=(0,0,1), determinar los angulos que forma OD con los
Vv Vv
versores i,jyk respectivamente

b) Encontrar un vector de médulo 4 que tenga la direccion y sentido de OD .

5
15. Hallar todos los vectores ¢ de R que verifiquen:

- - .
UXv+23.i

‘ 2 :;:, siendo 32(0;1;7), ;}: (1;4:5) y :: xy:7).
16. Sean los vectores A=(-21;1) yB=(-1;1;3). Obtener todos los C tal que
C=oa A+ BB seaortogonala A ,conocR y BeRy “6”=\/§
17. Si A =(1;1;0), B =(0;-1;1) y C= (-4x’; 1;2), hallar x tal que (AxB).C=-7
18. Encontrar un versor perpendicular a los vectores (-1,2,5) y (0,3,1).¢Es Unico?
19. Sean los vectores a = (1,2,3), b= 0,x,y) y c= (0,1,1). Hallar todos los vectores
b tales que axb Le Afaxb[ =a-c+7.

20. Dados los puntos A=(1,2,3), B=(4,6,3) y C =(3,2,3), calcular el area del tridngulo
ABC.
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Respuestas
1)a)AC b)AB ¢)2AC d)BC;2).a)6i-2] ; b)2v10; c) %Jﬁ?—%\/ﬁ}; d) —%Mh%ﬂ]

3)a) (1,6) b) (11,-2) ¢) (%,-7) ;4)a) (3,-4) b) [u+ V]| < [u]+[v] c) WV ydel mismo sentido

;s

5)(68) y (-6.-8) . 6) —%\Eﬁ%f y %\/ET—?SY; 7))o =45° b) o =180°
3 5 ol ey 222
9)a)x=3, y=4 b) 6:25 ;12)a)(-21-1) b)(-2-2,6) :13)a)aprox .12,72. b) (x=2)>+y2+22 =1

14) a) 0y = 013 = 65°5419" ;01 = 35°15'52" . c)[gﬁ,gﬁ,gﬁj . 15) (x,1,7), con xe R

16)C =(1,0,2) 6 C:(-l,o,-z);17)x—1éx—-1;18)[ 11739\/179,“117;9, 1;’9\/179}110

19) b=(0,2,2) vb=(0,-2,-2) ;20) 4
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Trabajo Prdctico 4:
Geometria en R® .Sistemas de ecuaciones lineales.

1.Hallar, en cada caso, una ecuacion cartesiana para el plano [ que verifica las
condiciones pedidas:
a) Pe=(21,-NepParalp,siendo a=(1,-2,3).
b) los puntos (3,-1,2), (4,-1,-1) y (2,02) pertenecen a f3.
¢) (3,-1,2)e BABIIaAB/b, siendo a=(31,-1) y b=(1,-11).
d) (2,1,-1)e B y los angulos directores de un vector normal a B

son: oy = 0y _ y O3 =T

3 3 4

2.Dados los puntos P=(-1,2,3), Q=(1,-1,1) y R=(2,1,-1) hallar :
a) ecuaciones de las rectas PQ, QR y PR
b) una ecuacion del plano que determinan P,Q y R.

A
c) ecuaciones de las rectas que incluyen a las alturas de PQR
d) Verificar analiticamente que las rectas que incluyen a las alturas del tridngulo
concurren en un punto.

3. Representar en R® cada uno de los siguientes planos:
a) z=2 ; b)x=5; cy=1; d) x+2y=4; e) x-2y=4;

f) 2x—-z=4; g 2x+z=4; h)2y+z=6 ; i) 2x+y+4z=4

4. Una ecuacion del plano 3 es:3x-y+z-2=0 y lasdelarectar

1
son: {X—Z :5(2—2)
y=1
a) Hallar { P,}=B Nrr.
b) Obtener una ecuacion del planon /nly y rc n
c¢) Encontrar una ecuacion vectorial para larecta s/ scmt, sL r A P,e s.

2y+10 2z+6
3

X=y+z-1=0
y rn—x-1=
2x+y—-3z-2=0

5. Considerar las rectasry - {
a) Obtener, si es posible, r1N 1,

b) Hallar, si es posible, una ecuacion del plano 7; determinado por ambas rectas.
c) Encontrar una ecuacion del planom, / M L@ vy M N7 =14

6. Considerar la recta r x—y+2-10=0
X—y—Z—2=0

a) Obtener una ecuacion del plano 7 que incluye a r y al que pertenece Py (2,3,4).
b) Hallar ecuaciones simétricas delarectar” / " //t A Pyper’.
c) Verificar analiticamente quer” ¢ T .
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7. Sean el punto Po=(xo,Y0,20), la recta r de ecuacion vectorial X = 31+ AA y el plano o de ecuacién

ax+by +cz +d=0, demostrar que:

Y
a) la distancia entre Py y res: d(Py,r)=|PyPxA

: . axo +byg +czg +d
b) la distancia entre Py y ol es d(PO,(x)=| X9 +byo +29 +|

J¥+¥+§

8. SeaPo=(1,-2,-1), calcule la distancia entre Poy

L, X2 z+1
a) larecta de ecuacion = y =
b) el plano de ecuacion x +y +2z=3

-2 2z-1

9. Sea melplano de ecuacion x + 2y +z=4,y m la recta definida por %: y_2 = 22
a) Encuentre {Py}=mtm
b) Determine todos los puntos Q € m tales que HP(TQ” =3
c¢) Obtenga una ecuacion del plano B/ LtAmc B
d) Determine una ecuacion de s = BT
e) Halle ecuaciones de las rectas paralelas a s, a las que pertenezcan los puntos Q determinados en b).

Investigue si estan o no incluidas en 3

10. Calcular el volumen de un cubo, sabiendo que una de sus caras esta incluida en el plano T de ecuacion: 2x -

2y +z =5 yla cara opuesta en un plano que incluye a la rectam — X_ 1,5= 4—_3y = 9_—52
11. Resolver por el método de Gauss cada uno de los siguientes sistemas lineales e interprete geométricamente la
solucion
x =2y=0 X— y+z=1
X+ z=1
a) { 5 3 b) ¢3x+4y =1 c) 1Xx— 2y+z=0
—X+2y—-z=
y 2x— y= 3 3x—4y +z=3
2x+2y+3z=10 X+ y+z= 3 X+ y+ z+t=0
d) 46x—2y+ z =22 e) 4Xx— y— z=-1 fysx— y— z+t=0
4x—4y -2z =12 X+3y+3z= 1 X+3y +2z+t=0
3X+2y— z=-15
\ . . 5x+3y+2z= 0
12. Encontrar en cada caso, por el método de Gauss, el conjunto solucion de : a) a
Mx+7y =-30
X+ y +3z=11
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X+ y+ z=0 - X, +2X,+ 3X, =0
b) <—2x+5y+2z=0 c) X, —4x,—13x, =0
—7x+7y+ z=0 —3X,+5%,+ 4x,=0
X, +2X, +2%X; = 2
31 22 ’ ; X — 2X,+ Xy— 4x, =1
X, —2X,— Xy =
q ¢ €)1 X, + X, + TXy+ 2%, =2,

2X, —5X, +3x, =—4 12%. —11 3
a X, —12x, =11x, —16x, =5
X, +4x%,+6x,= 0

Xy +2X, —3Xy +2X, =2 2%+ X, +Xy; =T
f) < 2%, +5%, —8x, +6x, =5 ) 3%, +2%X, +X, =3
3X, +4x, —5X, +2x, =4 X, +X; =5

13. Halle en cada caso los valores de k para que cada uno de los siguientes sistemas tenga solucion Unica, infinitas
soluciones o sea incompatible. Interprete geométricamente.

3%, +4x, +2x, =K X+2y— 3z=4
a)s X, + X, +kx; =2 b)<3x— y+ 52=2
2X, +3%,— X, =1 dx+ y+ (K —14)z=k+2

14. Un quimico tiene 3 botellas de igual capacidad con el mismo acido, una con
solucion al 10%, otra con solucion al 5% vy la tercera con solucion al 4%. Con ellas
pudo preparar una mezcla de 100 cm’ de solucion al 6%. lo logr6 usando media
botella de la solucion al 10%, toda la botella de solucion al 5% y una parte de la
botella de la solucion al 4%. ;Qué volumen utilizé de cada solucion? ;Cual es la
capacidad de cada botella?

15. Se quiere obtener una mezcla de 360 kg de avena para forraje de $37 el kg. Se tiene en existencia avena de
$35 el kg, de $38 el kg y de $41 el kg. ¢ Cuantos kg de cada precio habra que mezclar?

X+ y+k+1) z=0
16. Dado el sistema x+ (k+1)y+ z=0,
(k+1)x— y+ z=0

a) ;Existe algun valor de k para el cual el sistema resulte incompatible? Justificar
b) Determinar para qué valores de ke R el sistema es:
compatible determinado
e compatible indeterminado
c)Resolver para k= 0 e interprete geométricamente

Respuestas
1) a) x-2y+3z+3=0;b) 3x + 3y +z-8=0;¢c) y+z—-1=0; d) X—y+\/§Z=1—\/§
2)a) PQ - X =(—12,3)+A(2,3,2) ; QR— X =(1-10)+A(~1,-22) ; PR— X =(-1,2,3)+A(-3,14)
b) 10x +2y +7z -15=0
¢) hog = X=(21-10)+M-1-22); heq = X=(-123)+1(2.-3,-2) ; hgz — X =(1-11)+(1,-6116)

d)Las alturas concurren en (1,-1,1). obsérvese que es el vértice Q del triangulo, de lo que puede deducirse que el
triangulo es rectangulo. (Puede verificarse viendo que se cumple la relacion pitagorica entre sus lados)
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3)a) b) 0)
2

4)a) Py=(1,1,0) ;b) 2x + 5y -z-7=0;¢c) X =(1,1,0)+ A(2,—1,—1)

5) a)Las rectas son paralelas no coincidentes.; b) 3y — 5z2=0;c) 17 x— S5y -3z-17 =0-

6) a) 27x - 6y + 82 = 68 ; b) XT_Zzy—;‘O’z% - 8) a) ?,b) J6

9)a) Po=(1,1,1); b) Q1=(3,-1,2), Q2=(-1,3,0) ;) 4x +y -6z +1=0;d) X =(1,1,1) +A(13,~10,7)
e) X=(3,-12)+A(13,-10,7), X =(—1,3,0)+ A(13,~10,7) . Estan incluidas en B
64 5 1
10) V= o ;11) a) S={(1,2,0)+1(-1,0,1)/te R }; b) S= & ; ¢)S= {5,1,—5)} :d) S={(4,1,00+t(1,2,-2)t e R }
e) S=@ f)S={t(-10,00/teR};

12) a) S={(-4,2,7)}; b) S={ t.(-3/7,-4/7,1) te R }; ¢) S={ t.(7.5,-1) /te R };d) S={(2,1,-1)}; ¢) S= ;
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2

f  s=IXeR*/X=| |+o| “|+B

0
2
o [GERBERE @) S={(1-1116)]
1

0
1
0
0
13) a) k#3, solucion Unica; k=3, infinitas soluciones; b) |k|#4, solucidn tnica; k=4, infitas soluciones; k=-4, sistema
incompatible; 14) (25,50,25); 15) (120,240,0) + t(1,-2,1) con 0<t<120

16)a) No, los sistemas homogéneos siempre tienen por lo menos solucion trivial, b) k=0 , k=1, sist. comp.. indet.;
ke R—{0,1}, sist. Comp. Det. C) s={t(-1,0,1)/te R}
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Trabajo Prdctico 5: Numeros complejos

1. Dados z;=2-i, zp=-2+3i,y z3 =1-i, calcular:

a) (z+2,) b) 25123 ) 2z —(zg _21)_2_2

d) |z1|2 +[§—§]_1 e) —Z§+z|_123 i f) %z +iZ3—Z—i122£

2. Hallar x e y reales tales que:

a) y-—3i+xi=2-y+5i b) (1+2i)).x+ (3 -51))y=1-3i

¢) x+t2—(x-y).i=3y+2i d) (1+1).(x+2y) — (3-21) ).(x-y) = 8 + 3i

3. a)Encontrar x para que z = ( 3+ 21).(x + 61) sea imaginario puro.
_X+3i .
b)Encontrar x para que z =55 sea un complejo real.
—5i
4. Hallarlos valores de pe R yqe R para que (p+q)+ (p-q) i sea igual a 2-1i .
5. Establecer las condiciones para que el producto de dos nimeros complejos sea:

a) imaginario puro b) complejo real

6. Encontrar ze C tal que :

a)  iz=1 b) (3-i)z=i

0) (1—i)2:—l d)  zitz=2/3-2i

€) 2—::2+i f) zz_+ii:1+2i

0 —1+i(l§—1)i _ —i127—i . _”9*.&1_2)]:(24)117

7. Demostrar que:

a) vzeC:-z=-z

b) VZEC:Z.E=|Z|2

¢) VzeCVzeCizy—-zp=2-129
d vzeCvzeC E:ZZ

e) VzjeC,Vzye C—{(0,0)} ;(ﬂ

N—
1
AN(ENE

Z
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8. Representar en el plano el conjunto solucion de:

a) Re()=5 b -1<Imz)<3 1. |z+1|>2

d) -1<Rez)<3 ) |z-1+i =2 o |z#i|=|z+ 2
2 - _ _

9 | =z+z h) Re(z+z 1):0 ) z—z=i

9. Resolver los siguientes sistemas en C

a){z+z'23 b) {3z+z':5+2i o {(1_0 iz—7=2

2z—-7'=i -z+2'=1-2i Z+(2+i0)z'=1+4i

10. Dados los nimeros complejos:
z=\3+i |, 2p=-2-23i, zz3=—-1-i, z4=-21 ,y z5=1-/3 ]

a) Representarlos y escribirlos en forma polar y trigonométrica .
b) Resolver utilizando la forma polar. Expresar el resultado en forma bindmica.

i. 216 i, (Z3.Z5 )4

Z5 Z4
Z3 73

11. Resolver las siguientes operaciones:

12
a) (2- 2i)° b) (1+J§i)4 0) (£+1i]

Seaz; =1+ i3

Expresar z; en forma trigonométrica

Obtener z, = 7, 12 .(Expresar el resultado en forma cartesiana)
Encontrar todos los ze C/z* =z, y escribirlos en forma polar.

T QO -
—_ = — N

(2]

13. Sean P(x) = ax®+bx+c con a,bycreales yze C.Demostrar que:
P(z}=0P(z)=0

14. Factorizaren R yenC
a) x*-1 b) x*+1 ¢) X3 -1
d)  x°+1 e) x'-3x*-4 f) x* —x* +16x—16

15. Obtener en R y enC, las soluciones de las siguientes ecuaciones:

a)x2+4:O b)_3x2:2(x-2)2_3 C) X3+X2+X=0

d) 222-3z+4=0 &) 522320 9 %zz +zz+§:o

16. Factorizar, en Ry en C, los siguientes polinomios



a) A(z)=52*-3z +% b) B(x) = x*x*+1
¢) C(x)=x*+8x+52 d) D(x)=2x*+8x*+4

17. Escribir la factorizacion en R de un polinomio de grado minimo con coeficientes reales que tenga
como raices 7, -3+4i, . ¢ Es unico?

18. Representar en el plano el conjunto de niimeros complejos que verifica:

a) |z]<2 A 0<Arg(z)<§
X T
b) |z]<2 A 0<Arg(|.z)<z

¢) Re(z+z)ilm(z-z)+ zz=-1

T T
d) ESArg(zz)SEA|z| >1ARe(z)+Im(z) <2

19. Determinar el conjunto de nimeros complejos que cumplen simultdneamente las
|z|=2

siguientes condiciones: { 9
2.Re(z) =Im(z*)
20. Escribir la factorizacion en R de un polinomio p(x) con coeficientes reales de
grado minimo tal que:
a) tengaa z,=5,ya z,=2i como raices dobles.
b) tenga alguna raiz multiple y que todas las soluciones de la ecuacién z* —3iz=0 sean
raices de p(x).

Rtas:

148 118 18 21 15
1):a)dsby—— My M8 118, 80 14 18 20,53 15
):a) ) 26 26I ) 13 )13 13 © 5 f)13 13

2) a) x=8, y=1 ; b) x= 4/11,y 5M1;¢)x=2;y= O,d)x 1y=2
3)a) x=4; b) x=-6/5; 4) p:%;q:%;@a)z:—l; b)-0.1+03i ; ¢)z=-05; djz=(-1+3)-(1+3)i ;

e)z=-2+1; f)z=%—%i ;o 8)z= %—gi ; h)z= 1+2i
9) a) z=1+%i;z'=2—%i b) z=1+i;z2'=2-i ¢) z=8+i;Z=—1+6i

10)b)i. -84 :ii. 32-32/31 ; iii. 0,683-0,183i ;v. 6—14—£| 11) a) 512i ; b)-8—843i: ¢)1

12) a) z1=x/§[cos%+i~sen§j ;b)z,=(-64,0) ; c){[ j( Tﬁj( 22 57:] [2\/— Tnj}

14) a) En R : (x+1).(x-1). (x*+1); en C: (x+1).(x-1)(x+i).(x- i) ;

b) EnIR:(XZJr 2x+1).(x2—\/§x+‘|);en(C [x+\/_+\/—][ ﬁ ZiJ[x—2+2i][x—2—2iJ

2 2 22 2 2
¢) En R(x-1(x>+x+1);en <c:(x—1)[x+;+*/2§iJ[x; 23]
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2 )72 2
e) En R:(xt2)(x-2)(x*+1); en C: (x+2)(x-2)(x + i)(x —1)
f) En R:(x=1)(x' -2v2x+4).(X* +22x+4) ;

enC: (x—1)(x—\/§—\/Ei)(x—\/f+\/Ei)(x+\/§—\/§i)(x+\/§+\/§i)

d) En R(x—+1)(x*-x+1);en C: (x+1)[x—;+\/§i][x 1—\/§i]

S 4 3.4 3
15): a) SRIQ ,SCZ{ZI,—2|} b) S]R = 7SC ={g+g|,g—g|}
0) 8, ={0]}. scz{o,_Hﬁi,J_ﬁi} 0)S, =@, SC:{3+mi,3—mi}
2 2 2 2 4 4 4 4
3 _ _[2,2, 22,
e)SR—SE—{O,g} NS, =0, SC—{ 3+3|, 3 3|}
3 2
16)a)en Ryen C:A(X):E{X_%J ;
b) en R:Bx)=(x*+x+1). (x*- x+1).en C: [x—1+\/§i][x—1—\/giJ[x+1+\/§iJ[x+1—\/§lJ
2 2 2 2 2 2 2 2
C) en R:C(x)= xX*+8x+52 sen  C:C(x)=(x+4+6i)(x+4—6i)

d) enR: D(X):Z(x2+2—\/§)(x2+2+\/§) ;enC:D(X)=
2(x—i\/2—«/§)(x+i\/2—\/§)(x—i\/2+\/§)(x+i\/2+\/§)
17)k(x-7)(x> +6x +25) con ke R —{0}
19) S={2i-2/3+i;—/3 +i]

20) a) Una solucion posible es p(x)= (X —5)2 (x2 +4)2 ; b) Una solucién posible es p(x)= x>.(x> + 9)
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TRABAJO PRACTICO N0 (Quinto aio):

1) Las siguientes, son cuatro graficas correspondientes a funciones lineales
de dominio real. Acorde con los datos indicados en cada caso. Hallar sus
respectivas formas explicitas.

A Vv AY
f
f, 2\
3/ 4
—7
2 > X > X
fagy 1V
6 o
4 ..
15
1 25 \ " X 7 " X

2) De una funcién lineal “f” se saben los siguientes datos: Pasa por los
puntos A=(8;-1) y A=(10;-2). A partir de ello, indicar cuales de las
siguientes afirmaciones resultan verdaderas:

a) Su ordenada al origen es b=3 y su conjunto de ceros es

Co = {6}

b) Elpunto Py =(5;7) pertenece a gréfica de la misma

c) Larecta “r’ de ecuacion y=2x+4 es perpendicular a ella

d) La expresion de la funcion inversa es f~'(x)= -2x + 6
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3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

€) El conjunto de positividad de f es el intervalo C* = (6;+ «)

fy La funcion y su inversa se interceptan en el punto
M=(2;2)

Hallar la expresion de la funcion cuadratica de % — % que cumple en cada
caso con los requisitos pedidos:
a) V=(1;3) y contiene al punto P, =(0;2)

b) x;=2 ;x,=4 y contiene al puntoP, = (3;3).

c) Lasuma de sus raices es -2, su producto es -24 y pasa por P, =(0;12)
d) Pasa por los puntos A=(2;3); B=(-2;-9); C=(0;5)

e) Intercepta al eje y en el punto A=(0;5); la x, = 2 y el coeficiente del

término cuadratico y el lineal difieren en 1.

. _y2 . z “],”
Dadas las funciones {;(&))—_i +‘2ix —K_ Analizar, para qué valores de “k”, la

recta resulta secante, tangente o exterior a la parabola.

Sea “f” la funcién lineal que tiene pendiente -2 y pasa por el punto A =(4;2)
y la pardbola definida por g(x)=(x-3).(x-5). Representar graficamente
ambas curvas y analizar en qué intervalo o unién de intervalos se verifica
que f(x)=g(x) .

Factorizar el polinomio P(x):%xs—%x2+%x+‘l y hallar sus intervalos de
positividad y negatividad.

Hallar la expresion polindmica de grado 4 que cumple las siguientes
condiciones: El conjunto de ceros es Cg = {%; —1;1;3} y ademas contiene al

punto; A:(_%;_%).

En el polinomio A(x)=x* -ax® +bx? dos de sus raices son x=3 y x=-1.
¢ Qué valores toman ay b? ;Cual es su expresion factorizada?

Dadas las funciones definidas por las formulas:
a) f AR/ fi(x)=1-1.2% b) fo A%/ (0 =4-2 ()
C) f3:A->R/f3(x)=2 logy(@x—4)-1
d)fy :A >R/ fs(x)=1+ log:(3-x)
Se pide, para cada una de ellas, hazllar: Dominio, ecuacién de la recta asintota, ceros,

grafico aproximado, crecimiento, decrecimiento, positividad, negatividad y calcular la

funcién inversa. Graficar ambas funciones en un mismo sistema de ejes coordenados.
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10) Calcular ceros, maximos y minimos y graficar aproximadamente las
funciones dadas a continuacién en el intervalo [-2x,2x]:

a) f1(x) = sen(2.x - ) b) fo(x) = -3 COS(3TX _ n)

¢) fa(x) = 1-2 sen(% - ) d) f4(x) =2 - 2 sen(2x - %)

11) Hallar dominio y ceros de las siguientes funciones:
a) fl(x)=2”3+4x—48 b) fz(x)=4”1—2x—3

c) f,(x)=log, (x—2)-log,5+log,3-1 d) f,(x)=(log x)’ —log x°

ALGEBRA DE FUNCIONES

IGUALDAD

Dos funciones f: Df — B y g: Dg — C son iguales cuando:
Df =Dg ; B =C y paratodo x: f(x) = g(x)

Por ejemplo:

4

2
Las funciones f:R—{2} > R/f(x)=>—~ yg:R—>R/g (X) = x+2
X_

no son iguales ya que D¢# Dg , sin embargo, notemos que para todo x#2, f(x) = g(x). Es decir,
sus gréficas seran iguales salvo en el punto de abscisa 2 en el cual f no esta definiday tiene
un "agujero” y sin embargo g(2) = 4

Si definimos una funcién h: R—»R/ h(x)=1 x -2 six#2 ,resultah =g

4 six =2

SUMA, PRODUCTO Y COCIENTE
Se pueden definir operaciones entre funciones que llamaremos suma, producto y cociente de la
siguiente manera:

(f+9)) = f(x)+9(x) V¥ x, siendo D(f +g) =Df nDg

(f.g)u) =f(x).9(x) V x, siendo D(f.g)=Df nDg

[iJ _1) 4 4 siendo DIt)=Df nDg-{x e R/g(x) = 0}
9)x) alx) g
Ejemplo:
Sean f(x) =L1 Di= R{1} yg(x)= Vx Dg= Ry entonces,
X —
1
(f+g)(x) :F"' X Df+g :Rg -{1
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Ejercicios

12) Dados los siguientes pares de funciones f y g indicar para cada una
dominio mayorante e imagen y hallar f+g, f.g y f/g indicando el dominio
mayorante de cada una.

a) f(x) = x> g(x) = 2x —1
b) f(x) = x* 9(x) = x
C) f(x)=X12 g(x) =3x+2
d) f(x)=In(x-1) g(x) = e~
e) f(x) =sen x 9(x) = (x —1)?

13) Dadas las siguientes funciones, indicar dominio e imagen, buscar su inversa
(restringiendo si es necesario para la biyectividad) y componer para obtener la identidad.
Indicar en todos los casos, dominios e imagenes.
a)fx)=x*+2  b)fx)= ¥x-3  ¢)f(x)= 2X +31 d) f(x) = In(x+1)

14) Hallar el conjunto de ceros, conjunto positividad, negatividad y a partir de
ello esbozar una gréfica de las siguientes funciones cuyas férmulas se
indican a continuacion..

a) f(x) = x2 +§)x b) g(x) = (x2 —g)(xz —%) ¢) h(x) = [x? —%) (x2 +1)

15) Representar graficamente las funciones que se indican:

x> si o x<-1

1osi|x]<2 .
b)g(x)=4-x" si |x|<I

X sio[x>2 ,
—x- si x2>1

a)f(x):{

1 si —1<x«l 2—-x si x<0
¢)h(x)= ln|1—x| si —l<x<l1 d)h(x)=:2cosx si 0<x<rx
T
— si x>1 — si x27
X X

|x+1| si x<-7
e)h(x)=<1+sen(x+7) si —-7<x<0

X

e si x>0

16) Considere las funciones:
f(x)=(x-1)"+1

g(x)=—x+2
h(x)=+v3—-x
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h(x) si x<0

Representar graficamente PTRSR/j(x)={f(x) si 0<x<2
! si x>2

g(x)

Determinar:

i) conjunto de ceros de j

i) si existen valores de x€ R /j(x)>0

iii) conjunto de negatividad

iv) punto de interseccién con el gje y.

17) Dadas las siguientes funciones:
f:A->R/f(x)=log,(x+2)

g:B—>R/g(x)=

1
\5x* —10x

h:R—>R/h(x)=(x+1)"+1
n(x) funcién lineal tal que n(0)=2 y n(-2)=0

a) Hallar:
i. C={xeR/xeANB}
i. D={xeR/1<f(x)<4}
h(x)-2 si x<-2
b) Sedefine kc:R—>R/k(x)=<n(x) si —-2<x<0.
f(x)-1 si x>0
i.  Hallar conjunto de ceros, de positividad y negatividad
i. Realizar un gréafico aproximado.
iii. A partir del grafico obtenido definir conjunto imagen e intervalos de crecimiento y de
decrecimiento.

18) a) Sean las funciones “f” y “g” definidas por las férmulas dadas a
continuacion: f(x) = Xi4 Y g(x) = xis' Se pide: Graficar ambas funciones
en un mismo sistema cartesiano de ejes. Hallar grafica y analiticamente
los puntos donde se verifica la condicion f(x) = g(x).

b) Dadas las funciones cuyas féormulas se indican a continuaciéon se
pide: Definir “f-g” y hallar su conjunto de ceros. f(x)= 2X:53 y
X
2x5
9x) = X+9
19) Dadas f y g hallar el conjunto de todos los x/f(x) = g(x):
a) f(x)=x+2 y g(x)=~2x+7
b) f(x)=1+~+x+1 y g(x)=+2x+3
20) Dadas las funciones indicadas a continuacion hallar, en forma analitica y

grafica (cuando se indique, el conjunto A c Df que satisface:
a)f(x)>g(x) si f(x)=3+2x y g(x)=4x-5
b) f(x)>4 si f(x)=x>-3x
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21)

o) |f(0)|2]|g)| si f(x)=3x y g(x)=6-3x
Hallar, en el intervalo [0;2r), los ceros de las funciones cuyas férmulas se

indican a continuacion.
a) f(x) =senx -1 b) g(x) =2 .cos(2x) —1

¢) h(x) = cos? x —sen®x —1 d) t(x) = -2.cos x -2

Respuestas

1) afi()=4x+2 b)fa(x)=-5x+4 c)f3(x):—gx+% d) f4(x) =Zx
2) a) V b) V oV d)V e) F fy v
3) a) f(x):—x2+2x+2 b) f(x)=—3x2+18x—24 C) f(x):—§x2+x+12
d) f(x) =-2x2 +3x+5 e) f(x):%xz—%x+5
4) Sik=-% estangente;si k > -7 essecanteysi k <3 es exterior
5) S= (— oo;1] U [5;+ oo)
6)  P(x)=2(x-2)(x-3) (x+1) Ct=(1;2)U(3;+=) C™ =(—o;-1)U(2;3)
7) P(x):2x4—7x3+x2+7x—3
8 a=2 ; b=-3 P(x) = x* —2x3 - 3x?
12) Df =R Imf=R; Df=R Imf=R;
a) b)
Dg=R Img=R Dg=R§ Img=R;
0 Df =R-{2} Imf=R-{0} g Df =(1;+) Imf=R
Dg=R Img=R Dg=R Img=(0;+)
Df =R Imf = [-1;1]
e)
Dg=R Img=R{§
13) a) f:Ry > [240)/fy =x2+2 = 7' :[24e0) 5 RY /0 =4x-2
b) f:R—R/fy=¥x-3 = fT:RoR/M T =x+3
c) f:R—{S}aR—{Q}/f(X)ziX-"; - f-‘:|:1-{2}—>R—{3}/f—‘(x>=3X+21
d) fr(-t4e) >R/ =In(x+1) = 7R (- teo)/f () =X -1
14 .
) as<o} bys={ze2} os={/3f
18)a) x = 26 b) Co = {22}
19) a) x=1 b) x=3 v x=-1
20)  a) S=[—o; 4] b) S=(—o0 ; U ; +o9)

) S=(=e0; U@ ; 4o
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